O primitivnich idejich vyroku a vyrokové funkce

1. Uvod

V této studii budeme sledovat otazku nedefinovanosti primitivnich ideji vyroku (angl. proposition) a
vyrokové funkce (angl. propositional function) ve vybranych logickych textech Bertranda Russella.
Pfedvedeme nékolik podani této otazky a z tohoto pohledu uvazime a interpretujeme dvé nabizejici
se cesty definovani téchto ideji.

2. Vyroky a vyrokové funkce v Uvodu k prvnimu vydani Principia
Mathematica

Uvod k prvnimu vydani Principia Mathematica (1910) ma slouZit uvedeni ¢tenéie do ducha a
myslenkové stavby knihy a nejde v ném tolik o poradek vykladu. V prvni kapitole se nejprve
sezndmime s ideou proménné a jako s jejimi hodnotami mimo jiné i s vyroky a funkcemi:

,V matematické logice se rikd proménnd kazdému symbolu, jehoZ vyznam neni uplné uréeny, a
riznym urcenim, jimzZ je jeji vyznam pristupny, se fikd hodnoty této proménné. Hodnotami miZe byt

jakdkoli mnoZina entit, vyrokd, funkci, tfid a relaci, podle okolnosti.”“*

Vyrok tu vystupuje mezi velmi neurcéitym vyrazem entita na jedné strané, podobné vychozim vyrazem
funkce, a nasledné v analyze mizejicimi idejemi tfid a relaci na druhé strané. Pro proménné vyroky
(angl. variable propositions) jsou vyhrazena mala pismena p, g a r.2 Co je vyrok, se v prvni kapitole
nijak vyslovné nedozvime. Naopak, pfi uvadéni ideje funkci vyrokl (angl. functions of propositions, tj.
negace, logického souctu a soucinu, implikace, ekvivalence) je uz o vyrocich bézné rec:

,Seskupeni vyroki brannych jako celky, ne nutné jednoznacné urcené, do jednoho vyroku sloZitéjsiho

neZ jeho souédsti, je funkce s vyroky jako argumenty.”®

Dozvidame se, Ze vyroky seskupujeme do slozitéjsich celk(, a nasledné vidime, jak s témito celky
budeme pracovat. Déle jsou uvedeny pravdivostni hodnoty vyrokd, aj.* S vyroky se tedy
seznamujeme implicite. Naopak vyrokové funkce jsou uvedeny vyslovné s odkazem na vyroky:

1PM, s. 4. ,In mathematical logic, any symbol whose meaning is not determinate is called a variable, and the
various determinations of which its meaning is susceptible are called the values of the variable. The values may
be any set of entities, propositions, functions, classes or relations, according to circumstances. “

2Tamtéz, s. 5.

3Tamtés, s. 6. ,An aggregation of propositions, considered as wholes not necessarily unambiguously
determined, into a single proposition more complex than its constituents, is a function with propositions as
arguments.”

4 Tamtéz, s. 7 a dale.



»~Necht ¢x je takovd vypovéd' obsahujici proménnou x, kterd se stane vyrokem, kdyZ x dostane jakykoli
pevné urceny vyznam. Pak ¢x rfikdme ,vyrokovd funkce’; neni to vyrok, nebot diky viceznacnosti x
doopravdy viibec nic netvrdi. Tak ,x je zranény’ doopravdy viibec nic netvrdi, dokud se nedohodneme,
kdo x je.”®

Vyrokova funkce je tedy vyrazem obsahujicim proménnou, ktery se stane vyrokem po udéleni
hodnoty této proménné. Nasleduje pak vyjasnéni, kdy si proménné zachovavaji a nezachovavaji
identitu, a rozliseni feci o jakékoli jednotlivé hodnoté vyrokové funkce od feci o této funkci samotné.
Funkce vyrok( se ukazi jako zvlastni pFipad vyrokovych funkci. Proménné jsou tady viechny stejné
(nejde o vicesortovy jazyk), jen ne viechno lze vidy smysluplné udélit jako hodnotu.’

3. Vyroky a vyrokové funkce v *1 Principia Mathematica

Kapitolou *1 zacina vlastni stavba knihy a jejim smyslem je uvedeni primitivnich ideji a primitivnich
tvrzeni teorie elementarnich vyrokl a vyrokovych funkci (coZ zhruba odpovida tomu, co nazyvame
vyrokova logika). Autofi nejprve vysvétluji princip primitivnich ideji:

,ProtoZe vsechny definice termin jsou provedeny pomoci jinych termind, kaZdy nekruhovy systém
definic musi zacinat z jisté soustavy nedefinovanych termind. Je do jisté miry volitelné, které ideje
vezmeme v matematice jako nedefinované; motivy, které povedou nasi volbu, bude (1) sniZit co
nejvice pocet nedefinovanych ideji a (2) ze dvou stejné velkych systémdu vybrat ten, ktery vypadd jako
jednodussi a snazsi. Nevime o Zddném zplsobu, jak dokdzat, Ze takovy a takovy systém
nedefinovanych ideji jich pfi takovych a takovych vysledcich obsahuje nejméné. MuZeme tedy jen Fici,
Ze takové a takové ideje jsou nedefinované v takovém a takovém systému, ale ne, Ze jsou
nedefinovatelné.” ®

Kazda cast tohoto prohlaseni zaslouZi pozornost:

a) Nékteré ideje v naSem systému jsou nedefinované

b) Vybirdme si je

c) Vybirame si je s ohledem na jejich co nejmensi pocet a na jednoduchost a snadnost systému
d) Neumime dokazovat, Ze nas vybér je vtomto ohledu nejlepsi

e) Proto mluvime jen o nedefinovanosti v nasem systému, ne o nedefinovatelnosti

5 Tamtéy, s. 14. ,Let ¢x be a statement containing a variable x and such that it becomes a proposition when x is
given any fixed determined meaning. Then ¢x is called a ‘propositional function’; it is not a proposition, since
owing to the ambiguity of x it really makes no assertion at all. Thus x is hurt’ really makes no assertion at all, till
we have settled who x is.”

6 Tamtéz, s. 15.

7 Vice o tom viz... RHST

8PM, s. 91. ,,Since all definitions of terms are effected by means of other terms, every system of definitions
which is not circular must start from a certain apparatus of undefined terms. It is to some extent optional what
ideas we take as undefined in mathematics; the motives guiding our choice will be (1) to make the number of
undefined ideas as small as possible, (2) as between two systems in which the number is equal, to choose the
one which seems the simpler and easier. We know no way of proving that such and such a system of undefined
ideas contains as few as will give such and such results. Hence we can only say that such and such ideas are
undefined in such and such a system, not that they are indefinable.”
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Mezi takto vybranymi primitivnimi idejemi jsou v této kapitole ideje elementarniho vyroku a
elementarni vyrokové funkce. Idea elementarniho vyroku je uvedena takto:

. Elementdrnim’ vyrokem minime takovy vyrok, ktery neobsahuje Zddné proménné, nebo, jinymi
slovy, takovy, ktery neobsahuje slova jako ,kazdy’, ,néjaky’, ,ten urcity’ nebo jejich ekvivalenty. Vyroky
jako ,toto je éervené’, kde ,toto’ je néco daného v poéitku, budou elementdrni“ °

Vyrok sam tu opét vystupuje jako uz srozumitelny nebo uvadény implicite, uvedeni se tu soustredi

predevsim na elementdrnost. O elementarni vyrokové funkci pak pisou:

»Elementdrni vyrokovou funkci‘ budeme minit takovy vyraz obsahujici neurcitou soucdst, tj.
proménnou, nebo nékolik takovych soucdsti, jehoZ vyslednd hodnota, bude-li ur¢ena neurcitd soucdst
nebo soucdsti, tj. bude-li udélena hodnota proménné nebo proménnym, bude elementdrnim vyrokem.
Tak je-li p neurcity elementdrni vyrok, ,non-p’ je elementdrni vyrokovd funkce.“*°

To je viceméné jen zopakovani formulace z Uvodu, rozsifujici ideu na funkce vice proménnych a
naopak zuzujici ji na elementarni vyroky jako hodnoty. Kdyz pak bude v kapitole *9 teorie rozsifena
na vsechny vyroky a vyrokové funkce a z elementarnich vyrok( a vyrokovych funkci se stanou jejich
zvlastni pfipady (takové, které budou vzdy stejného typu)??, ztrati ale omezeni na elementdrnost
vyznam.

Rozdil mezi podanim ve vlastni knize a v Uvodu je predevsim v tom, Ze tady je vyslovné feceno, Ze jde
o primitivni ideje, tj. o nedefinované terminy. Jejich vyse citované uvadéni tedy neni definici, i kdyz
bychom mohli takovy dojem mit diky vazbé ,,,elementarni vyrokovou funkci‘ budeme minit...“ Jejich
uloha jako primitivnich ideji pfitom nevychazi z nich samych, ale z nasi volby, ktera je vedena
ohledem na jednoduchost a snadnost.

4. Vyroky a vyrokové funkce v Introduction to Mathematical Philosophy

Kniha Introduction to Mathematical Philosophy (1919) byla napsana nékolik let po Principiich a je
viditelné zamyslend predevsim jako srozumitelné a u¢ebnicové promyslené podani jejich hlavnich
myslenek. Se samostatnym uvedenim vyroku a vyrokovych funkci se proto setkame az v jedné ze
zavérelnych kapitol:

9 TamtézZ. , By an ‘elementary’ proposition we mean one which does not involve any variables, or, in other
language, one which does not involve such words as ‘all’, ‘some’, ‘the’ or equivalents for such words. A
proposition such as ‘this is red,” where ‘this’ is something given in sensation, will be elementary.”

10 Tamtés, s. 92. ,,By an ‘elementary propositional function’ we shell mean an expression containing an
undetermined constituent, i.e. a variable, or several such constituents, and such that, when the undetermined
constituent or constituents are determined, i. e. when values are assigned to the variable or variables, the
resulting value of the expression in question is an elementary proposition. Thus if p is an undetermined
elementary proposition, ‘non-p’ is an elementary propositional function.”

1Vizs. 127 adéle a's. 133.



,KdyZ jsme [...] hovor¥ili o vyrocich, nepokusili jsme se definovat slovo ,vyrok’. TfebaZe toto slovo
formdlné definovat nelze, je nutno rici néco o jeho vyznamu, abychom se vyhnuli jeho velmi casté

zdméné s ,vyrokovymi funkcemi’..." 12

a déle autor pouZije podobnou vazbu, jakou jsme uz vidéli vyse:

. VWrokemrozumime v prvé fadé formu slov, kterd vyjadruje, Ze je néco pravdivé nebo nepravdivé.
Rikdm ,v prvé fadé’, protoZe nechci vyloucit mimoslovni symboly & dokonce pouhé myslenky, maji-li
symbolicky charakter. Myslim si vsak, Ze by slovo vyrok mélo byt omezeno na to, co Ize v jistém smyslu

nazvat ,symboly’, a ddle na takové symboly, které vyjadfuji pravdivost nebo nepravdivost.” 13

Navzdory dojmu z vazby ,,,Vyrokem’ rozumime...” tu nejde o definici ve smyslu pevného urceni, ale o
snahu predejit hrozicimu nedorozuméni. Je to nékdy vice a nékdy méné uzite€né upozornéni na
né&jaké vyznamové rozdily. ,Rici néco o vyznamu“ tu znamena v docela béZném smyslu pokus o
vysvétleni, jak néjaké slovo chceme uzivat, pficemz bereme ohled na to, jak by ho nékdo mohl mit
tendenci uzivat trochu jinak.

Dozvidame se, Ze vyrok nelze formalné definovat, coZ ale neni v rozporu s vySe uvedenym podanim,
v némz jsme mluvili jen o nedefinovanosti, nikoli o nedefinovatelnosti primitivnich ideji. Zatimco tam
Slo o vSechny primitivni ideje jako o systém a opirali jsme se o to, Ze neumime dokazovat, ktery
systém je z naseho pohledu nejlepsi, tady je fec jen o jedné z nich a divody pro jeji nedefinovatenost
mohou byt jiné a mohou se vztahovat jen na ni. Slova , formalné definovat” tu znamenaji definice ve
smyslu takového pevného slovniho urceni, které bude za definované kdykoli beze zmény
substituovatelné, tj. ve smyslu definic z Principii, jaké uvidime déle.** Omezeni na symboly v Sirokém
smyslu a spojeni s pravdivosti a nepravdivosti je zopakovanim klasické véty patfici k déjinam logiky,
kterou riizné ucebnice a preklady nazyvaji bez blizsiho vykladu definici. Tato véta ale neni formalni
definici.

Rozliseni vyrokl od vyrokovych funkci je tu provedeno na pfikladu:

. Tvrzeni ,at jsou a, b jakdkoli &isla, (a + b)? = a? + 2ab + b?’ je vyrok; ale prostd formule ,(a + b)? = a® +
2ab + b*’sama vyrokem neni, jelikoZ netvrdi nic uréitého, pokud se ndm ddle nefekne nebo pokud
nejsme vedeni k domnénce, Ze a, b maji nabyt vSsechny mozZné hodnoty nebo Ze maji mit takové a
takové hodnoty. To prvni se zpravidla micky pfedpokladd pfi formulaci matematickych formuli, které

/s u 15

se takto stdvaji vyroky; ale kdybychom takovy predpoklad neucinili, byly by to ,vyrokové funkce’.

21MP, s. 155. Cesky preklad Karel Berka, s. 61 - 62. ,,When, [...] we were discussing propositions, we did not
attempt to give a definition of the word ‘proposition’. But although the word cannot be formally defined, it is
necessary to say something as to its meaning, in order to avoid the very common confusion with ‘propositional
functions’...”

13 Tamtéz, Cesky preklad s malou Upravou. ,We mean by a ‘proposition’ primarily a form of words which
expresses what is either true or false. | say ‘primarily,” because | do not wish to exclude other than verbal
symbols, or even mere thoughts if they have a symbolic character. But | think the word ‘proposition’ should be
limited to what may, in some sense, be called ‘symbols,” and further to such symbols as give expression to truth
and falsehood.”

14 Ostatné, o jiné nez formalni definice vyroku se i v jinych textech Russell pokousel, viz napf. ...

15 Tamtéi. , The statement: ‘Whatever numbers a and b may be, (a + b)? = a® + 2ab + b?’ is a proposition; but the
bare formula ‘(a + b)? = a® + 2ab + b?’ alone is not, since it asserts nothing definite unless we are further told, or
led to suppose, that a and b are to have all possible values, or are to have such-and-such values. The former of
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Teprve kdyz se to jako ¢tenafi naucime takto rozliSovat, setkdme se s formulaci, ktera je v Principiich:

., VWrokovd funkce’ je ve skutecnosti vyrazem, ktery obsahuje jednu nebo vice takovych neurcitych
sloZek, Ze jsou-li témto slozkam prifazeny hodnoty, stdvad se tento vyraz vyrokem. Jinymi slovy, je to

funkce, jejimiZ hodnotami jsou vyroky..." 1

O této formulaci vzapéti autor mluvi jako o definici:

vvvs

ucebnici pana A’ nebude vyrokovou funkci, trebaze jejimi hodnotami jsou vyroky. V takovém pripadé

jsou vsak vyroky pouze popsdny. Ve vyrokové funkci museji hodnoty opravdu artikulovat vyroky.“*’

To je varovani pred dalSim hrozicim nedorozuménim (nerozpoznanim neuplnosti symbolu, kterym
deskriptivni funkce je), které je tentokrat zptsobeno formulaci majici za smysl pfedejit jinému
nedorozumeéni. V tomto podani se tedy setkdvame s , definicemi”, které nejsou formalni a jsou
snahou o predchazeni nedorozuméni.

5. Logické vyrazy v An Inquiry into Meaning and Truth

Kniha An Inquiry into Meaning and Truth (1940) byla napsana jesté o mnoho let pozdéji a jeji zamér
ani neni primarné logicky. Pfesto v ni najdeme podani nasi otazky, které zaslouzi pozornost ze dvou
dlvodu: jednak ukazuje dlouhodobou a zasadni povahu Russellova postoje k této otazce a jednak je
ve své strucnosti prehledné a jasné. V kapitole Logicka slova (angl. Logical words), vénované vyrazim
»charakteristickym pro logiku“*?, pise:

... Zvldsté budu uvaZovat o slovech ,pravdivy’, ,nepravdivy’, ,ne’, ,nebo’, ,nékteri’, ,vsichni’. Vime
z logiky, Ze v§echny tyto terminy nelze definovat, ale Ze do znacné miry zdvisi na nasi vali, ktery
budeme definovat kterym." *°

| kdyZ tu nejsou slova ,vyrok” a ,vyrokova funkce” vyslovné zminéna, mezi logicka slova asi patfi®°, a
citovana nasledujici véta se na né tedy vztahuje. Opét zaslouZi pozornost kazda ¢ast tohoto
prohlaseni:

these is tacitly assumed, as a rule, in the enunciation of mathematical formulae, which thus become
propositions; but if no such assumption were made, they would be ‘propositional functions’.”

16 Tamté, s. 155 - 156. ,A ‘propositional function,’ in fact, is an expression containing one or more
undetermined constituents, such that, when values are assigned to these constituents, the expression becomes
a proposition. In other words, it is a function whose values are propositions...”

17 Tamtés, s. 156. ,,... But this latter definition must be used with caution. A descriptive function, e.g. ‘the
hardest proposition in A’s mathematical treatise,” will not be a propositional function, although its values are
propositions. But in such a case the propositions are only described: in a propositional function, the values must
actually enunciate propositions.”

181MT, s. 95.

19 Tamtéz. Cesky preklad Jindfich Husak, 1975, s. 102. ,,... I shall especially consider ‘true’, “false’, ‘not’, ‘or’,
‘some’, and ‘all’. We know from logic that these terms cannot all be defined, but that it is to a large extent
optional which shall be defined in terms of which.”



a) Nelze definovat vSechny logické vyrazy

b) Nékteré z nich Ize definovat pomoci jinych

c) To, které definujeme pomoci kterych, je do znacné miry (ne tedy UpIné, coz je dlleZité) véci
naseho vybéru

| kdybychom snad tedy mohli (v rozporu s tezi z Introduction, a navic slova ,,do znacné miry” mohou
znamenat kromé jiného i to, Ze nem(zeme) podat logiku tak, Ze by v ni vyrazy , vyrok” a ,vyrokova
funkce” byly definované pomoci jinych, bylo by toto podani volitelné pravé tak, jako to vyse
predvedené, v némz to tak neni. Jinymi slovy: takové podani by pro logiku nebylo zavazné.

6. Definice v Principia Mathematica

Pro srovnani se podivejme, co a jak naopak v Principiich definované je. Definice tu maji tu roli, kterou
zname z moderni matematiky. Na jednu stranu jsou definice pouhymi zkratkami, coz autofi uvadé;ji
takto:

,Definice je vyhldseni, Ze jisty nové zavedeny symbol md znamenat to samé, jako jistd jind kombinace
“ 21

symbold, jejichZ vyznam uZ je znamy.
Jde tu o pevné uréeni vyznamu nového vyrazu. Pfitom pfipoustéji jeSté druhou podobu definice, v niz
je stejnym zplsobem urceny aZ vyznam kazdého smysluplného celku, ktery nové zavedeny symbol (v
tomto pfipadé tzv. neldplny symbol) obsahuje.?? Definovanému fikaji definiendum a definujicimu
definiens. A aby nebyly o jejich povaze Zadné pochybnosti, vyslovné pisi:

e tfeba si vsimnout, Ze definice, pfisné vzato, neni soucdsti pojedndni, v némZ se vyskytuje. Definice
se totiZ zabyvd jenom symboly, ne tim, co symbolizuji. Navic neni ani pravdivd, ani nepravdivd, nebot
je vyrazem volby, ne vyrokem. [...] definice nejsou Zddnou soucdsti naseho pojednadni, ale, prisné
vzato, jsou pouhym typografickym usnadnénim.“ %

V tomto smyslu bychom se mohli Uplné obejit bez nich, pokud by pro nas nebyla snadnost a
prehlednost vykladu dilezita; vSechny vyrazy, které je obsahuji, Ize beze zmény vyznamu preloZit do
vyraz( bez nich, a proto dokonce ani samotna idea definice nepatfi k primitivnim idedm predvadéné
pFistupu.?

v

Na druhou stranu, v jiném smyslu jsou tim, co je v pojednani nejzajimavéjsi:

20 Splfuji totiz podminku, jiZ jsou v této knize logickd slova vymezena. Jde o to, aby nepatfila ke sloviim
,objektového jazyka“, tj. abychom se jejich vyznam neucili ziskanim takové ptimé asociace mezi slovem a véci,
kterd nepredpoklada porozuméni reci. Viz tamtéz, s. 80 a 85, Cesky preklad s. 90 a 94.

21pM, s. 11. ,,A definition is a declaration that a certain newly-introduced symbol or combination of symbols of
which the meaning is already known.”

22 Tamtéz. Vice o netplnych symbolech je ve tieti kapitole Uvodu, s. 68 a dale.

3 Tamtéy, s. 11. It is to be observed that a definition is, strictly speaking, no part of the subject in which it
occurs. For a definition is concerned wholly with the symbols, not with what they symbolize. Moreover it is not
true or false, being the expression of a volition, not of a proposition. [...] the definitions are no part of our
subject, but are, strictly speaking, mere typographical conveniences.”

24 Tamté?.



.. je nicméné pravda, Ze Casto prindseji dileZitéjsi informaci, neZ jakd je obsaZena ve vyrocich,

v nichZ jsou uZity. To mad dvé pficiny. Zaprvé, definice obvykle naznacuje, Ze definiens si zaslouZi
pozorné uvdZeni. TudiZ soubor definic ztélesnuje nds vybér pfedméti pojedndni a nase posouzeni
obsahuje definice analyzu bézné ideje, a mizZe byt tedy vyrazem vyznamného pokroku. [...] V takovych
pfipadech je definice ,uréovdnim’: ddva uréitost ideji, kterd byla pfedtim vice nebo méné vagni.” %

| kdyZ je tedy definiendum v pojedndni nové zavedené, v bézném uziti uz mohlo byt znamé. Jinymi
slovy: pravé z definic je vidét postup analytického pojednani.

Definované jsou napfiklad tfi obvyklé funkce vyrokd, tj. implikace, konjunkce a ekvivalence, a to
nasledovné:

pP—>q=a~pVvq
pAq=a~(~pVv~q)
p<>q=a(p—>q)Alg—p)

Jsou to sloZeniny z funkci vyrokl negace a disjunkce, které jsou branné jako primitivni ideje.®
Vyrokové funkce sloZené z nové zavedenych vyrazli pak miZzeme nahrazovat vyrokovymi funkcemi
sloZzenymi z vyraz( pUvodnich, a naopak. A to jak v pfipadé nahrazeni viech zkratek vyskytujicich se
ve vyrokové funkci, tak i v pfipadé nahrazovani jen nékterych z nich. Napfiklad vyrokové funkce

(pvp)—>p
~(pvq)—>r)
(brq)—> (gAp)
(pAq)>(gnp)

mUliZeme poporadé nahradit vyrokovymi funkcemi

~(vp)vp

~(~MPvqgvr)

~~(~pv~qv~(~qv~p)
~(~(~~Cprv~qv~(~qv~p))v~(~~(~qv~p)v~(~pVv~q))

pricemz posledni vyrokovou funkci z prvniho vyétu mizZeme nahradit také vyrokovymi funkcemi
(pr@)—>(@rp))~r((gap)—> (P Aq))

(~rqdv@rp)na(~@rp)viprqg)
~(~C~Wwrgv@rp))v~(~(@rp)viprq)

25 Tamtés, s. 11 a 12. ,,... it is nevertheless true that they often convey more important information than is
contained in the proposition in which they are used. This arises from two causes. First, a definition usually
implies that the definiens is worthy of careful consideration. Hence the collection of definitions embodies our
choice of subjects and our judgment as to what is most important. Secondly, when what is defined is (as often
occurs) something already familiar, [...] the definition contains an analysis of a common idea, and may therefore
express a notable advance. [...] In such cases, a definition is a making definite: it gives definiteness to an idea
which had previously been more or less vague.”

%6 )de o definice *1.01, *3.01 a *4.01. Viz tamté, s. 94, 111 a 117. UZivdm tu symboly ,,~“, ,v*, ,—*, ,A“, <>
pro (poporadé) negaci, disjunkci, implikaci, konjunkci a ekvivalenci; zavorky pisu dnes obvyklym zplsobem,
nikoli teckovou notaci.



a naopak.?” Definice ale nemuseji byt jen symbolické, tj. nemuseji zkracovat jen vyrazy zcela zapsané
symbolicky. Napfiklad induktivni definice toho, co to znamena , byt stejného typu”, takova neni:

Rikdme, e dva vyrazy ,jsou stejného typu®, kdyz

Oba jsou individua
Oba jsou elementdarni vyrokové funkce s proménnymi stejného typu
Jeden je vyrokovd funkce a druhy je jeji negace

il

Jeden je elementarni vyrokova funkce a druhy je jeji disjunkce s jinou elementarni vyrokovou

funkci

5. Jsou obecnymi kvantifikatory vyrokovych funkci stejného typu (v nichz po kvantifikaci zstane
volna proménna)

6. Oba jsou elementarni vyroky

7. Jeden je vyrok a druhy jeho negace

8. Jsou obecnymi kvantifikatory vyrokovych funkci stejného typu®®

Tato definice zavadi vyraz ,byt stejného typu”, ktery je pak uzivan v riznych formulacich jako ,,...
jestlize jsou stejného typu“ nebo ,,... potom jsou stejného typu” apod. Tyto formulace jsou vidy
nahraditelné dlouhym (Casto ovsem s neznamou délkou) pojednanim o tom, jaké prislusné vyrazy
maji byt nebo jsou, v nichz se slova ,, byt stejného typu” nevyskytuiji.

7. Prvni nabizejici se definice: z ideji pevného vyznamu, hodnoty, pravdy, a
nepravdy

Z vysSe predvedenych zpUsob( uvedeni ideji vyroku a vyrokové funkce snadno ziskdame dojem, Ze
bychom je mohli definovat takto:

Symbol je vyraz s vyznamem natolik pevnym a natolik v nasich rukou, nakolik potfebujeme
Proménna je symbol, ktery mize mit rGzné hodnoty
Vyrok je symbol, ktery je pravdivy nebo nepravdivy

P wnNPR

Vyrokova funkce je symbol, ktery obsahuje néjaké proménné a ktery by se stal vyrokem (tj.
hodnotou této funkce) po udéleni néjakych hodnot témto proménnym?®

Vyrok a vyrokova funkce by pak uz nebyly primitivnimi idejemi, témi by byly: pevny vyznam, hodnota,
pravda a nepravda.®® Mohli bychom si navic myslet, Ze tato definiens vyznamové pfedchézeji

27 pfitom ale napf¥iklad funkci ~ (p v p) = p nemGZeme podle definice implikace nahradit funkci (p v p) v p
nebo naopak; takové nahrazeni je slozitéjSim postupem zahrnujicim uZiti principu dvojité negace.

28 )de o definici *9.131, kli¢ovou pro teorii typu. Viz tamtéZ, s. 133. Tato definice byva v literatufe pfedmétem
kritiky kromé jiného proto, Ze oproti o¢ekavani nezahrnuje krok jako , Jeden je vyrokova funkce a druhy je jeji
disjunkce s jinou vyrokovou funkci stejného typu”, viz napt. dale citovany text...

2% Udéleni hodnot proménnym tu ale neznamend dosazeni jinych vyraza.

30 v&echny dalsi primitivni ideje Principii bychom pak ,,definovali“ takto: Tvrzeni vyroku je kladeni vyroku jako
pravdivého; tvrzeni vyrokové funkce je tvrzeni jeji libovolné hodnoty; disjunkce je takova vyrokova funkce
obsahujici dvé proménné, jejiz hodnota je pravdiva, kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty vyroky,

z nichZ je aspon jeden pravdivy, a jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty
nepravdivé vyroky; negace je takova vyrokova funkce obsahujici jednu proménnou, jejiz hodnota je pravdiva,
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definienda v tom smyslu, Ze je potieba dfive rozumét tomu, co o definovaném fikdme, nez jej
budeme uzivat.

8. Druha nabizejici se definice: induktivni definice podle sloZeni

Ze zvyku osvojeného ve skole dale snadno ziskame dojem, Ze bychom mohli vyrok a vyrokovou funkci
definovat induktivné podle sloZeni. Nez bychom zbytecné vymysleli vlastni, ukazeme jednu takovou
formalizaci, pochazejici ze soucasné rekonstrukce plvodni teorie typ(, jak ji vypracovali Firouz
Kamareddine, Twan Laan a Rob Nederpelt3!:

1. Méjme mnozinu A tvorenou individui, mnozinu V tvofenou proménnymi a mnozinu R
tvorenou rela¢nimi symboly spolu s funkci z R do kladnych pfirozenych cisel, kterd kazdé
relaci prifadi jeji aritu. Pfedpokladejme, Zze mnoziny A, V, a vSechny podmnoziny R pro
kazdou aritu jsou spocetné nekonecné.

2. Elementdrni vyroky jsou vSechny vyrazy tvaru r(as, a;, ..., as), kde r je prvkem R, n je aritour, a
ai, Qg ..., An jsou prvky A.

3. Postupné definujeme mnoZinu P tvofenou vyrokovymi funkcemi. Je-li r je prvkem R, n je
aritou ra ty, t, ..., t, jsou prvky sjednoceni A a V, pak r(ty, t, ..., tn) je prvkem P.

4. Jsou-lifagprvky P, pak fv g a ~ fjsou také prvky P.

5. Je-lifprvkem P a x je proménna volna ve f, pak Vx f je také prvkem P.

6. lJe-li n pfirozené Cislo, z prvek V a ki, k;, ..., kn jsou prvky sjednoceni A, V a P, pak z(ks, k5, ..., kn)
je také prvkem P.

7. VSechny vyrokové funkce tvofici P mohou byt konstruovany pomoci pravidel 3,4, 5 a 6.

8. Vyroky jsou vyrokové funkce bez volnych proménnych.

Samoziejmé uZivani pfirozenych Cisel a vyrazl z teorie mnozin, a tedy ideji, které jsou v Pricipiich
naopak analyzovany pozdéji (resp. jako pro netplné symboly jsou definovany vyznamy celk(, které je
obsahuji) nds nemusi mast. Snadno tuto formalizaci proménime do podoby, ktera bude bez nich:

1. Méjme individua, proménné a relacni symboly, na nichZ je poznat jejich arita.
Predpokladejme, Ze jich vSech mame tolik, kolik budeme potifebovat.

2. Elementarni vyroky jsou vSechny vyrazy tvaru ri(ai), ro(a;, az), ...atd., kde ry, r, ...atd. jsou
relacni symboly s vhodnou aritou a a;, a;, ...atd. jsou individua.

3. Postupné definujeme vyrokové funkce. Jsou-li ry, r;, ...atd. relacni symboly s vhodnou aritou a
t;, ty, ...atd. jsou individua nebo proménné, pak ri(t:), ra(ts, t2), ...atd. jsou vyrokové funkce.

kdyz jeji proménné udélime jako hodnotu nepravdivy vyrok, a jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz jeji proménné
udélime jako hodnotu pravdivy vyrok; obecny kvantifikator je takova vyrokova funkce obsahujici jednu
proménnou, (1) jejiz hodnota je pravdiva, kdyz jeji proménné udélime jako hodnotu takovou vyrokovou funkci
obsahujici jednu proménnou, jejiz vSechny hodnoty jsou pravdivé, a (2) jejiz hodnota je nepravdiva, kdy? jeji
proménné udélime jako hodnotu takovou vyrokovou funkci obsahujici jednu proménnou, kterd ma néjakou
nepravdivou hodnotu; individuum je symbol, ktery neni ani vyrok, ani vyrokova funkce. Staci tedy pribrat jesté
ideu kladeni.

31viz. ... Jejich zdjem ovéem jiny, neZ jaky sledujeme v této studii, a proto nelze jednoduse Fici, Ze by $lo o pokus
porozumeét otazce definovanosti nebo nedefinovanosti prislusnych primitivnich ideji.

32 Toto se mlize ¢asteéné opirat i o Uvod k druhému vydani Principii, s. xv a xix.
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Jsou-li f a g vyrokové funkce, pak fv g a ~ fjsou také vyrokové funkce.

5. Je-li f vyrokova funkce a x je proménnd volna ve f, pak Vx f je také vyrokova funkce.

6. Je-lizproménna a k;, k;, ...atd. jsou individua, proménné nebo vyrokové funkce, pak z(k1),
z(ky, k), ...atd. jsou také vyrokové funkce.

7. Vsechny vyrokové funkce mohou byt konstruovany pomoci pravidel 3,4, 5 a 6.

8. Vyroky jsou vyrokové funkce bez volnych proménnych.

Primitivnimi idejemi by pak byly: individua, proménné, relacni symboly, disjunkce, negace a obecny
kvantifikator. UZiti ¢iselnych index( tu nehraje Zadnou roli, mohli bychom uZivat prosté rizné znaky
nebo c¢arky apod.

9. Uvazeni nabizejicich se definic

Vyjdeme-li z toho, co jsme vyse ukazali, tj. Zze v pfedvedenych poddanich vyroky a vyrokové funkce
formalné nedefinujeme a ani je nepovazujeme za formalné definovatelné nebo jejich pfipadné
definice aspon nepovazZujeme za zdvazné, je tfeba uvazit smysl nabizejicich se definic. DUsledky jsou
tyto:

a) Definujici v nich vyznamové nepredchdzi definované
b) V nich definované neni beze zmény vyznamu vzdy nahraditelné definujicim

To v pfipadé prvni nabizejici se ,, definice” znamen3, Ze i kdyZ jsou jeji véty pti uvadéni primitivnich
ideji uzite¢né pro predchazeni nedorozuméni, neurcuji pevné jejich vyznam, jakoby do té doby samy
zadny nemély. Uvadéni je zkratka néco jiného nez analyza. Navic se nékdy stane, Ze formulace jindy
predchazejici nedorozuméni naopak vyznamovy zmatek vyvolaji.

V pripadé druhé nabizejici se , definice” to znamena, Ze nemame dlivod se domnivat, Ze idea
relacniho symbolu vyznamoveé predchazi ideje vyroku a vyrokové funkce. Mohli bychom naopak fici,
Ze relacni symbol je zpUsob slozeni individui do vyroku nebo do vyrokové funkce. To, Ze vyrokové
funkce jsou konstruovatelné abstrakci z vyrokd, coz je myslenka stojici za uvedenou ,,definici®,
neukazuje jejich vyznamovy plivod, i kdyZ je to pravda. Kromé toho je ale ukvapeny dojem vyjadreny
pravidlem 7, Ze takto dojdeme ke vsem vyrokovym funkcim. Uvedena induktivni definice spiSe pevné
urcuje pouhy fragment reci, ktery lze nasledné promyslet (a pak ani nevadi a naopak je ku prospéchu
véci uzivani vyrazll teorie mnoZin, protoZe studium tohoto fragmentu muze byt rozvijeno jako
soucast pozdéjsiho postupu).

10. Zaver

Vidéli jsme tedy nékolik podani otazky nedefinovanosti primitivnich ideji vyroku a vyrokové funkce a
uvazili dvé nabizejici se cesty jejich definovani. | kdyzZ je potfeba primitivni ideje uvadét, a v tomto
smyslu o nich ,néco fici”, nejde jesté o takové definice, s nimiz bychom museli spojovat svou
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predstavu o vyznamovém piedchazeni. Myslenky, z nichZ nabizejici se cesty vychazeji, pfitom maji
dobry smysl i bez toho.
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