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Uvod

Kdo se seznamuje s logikou, miva prehnana ocekavani, ktera ho vedou
k omyliim, a pak pfipadné k tomu, ze se bude radéji zabyvat né¢im jinym.
Miva totiz dojem, ze jeho myslenky by mély né¢jak predchdzet vSem mys-
lenkdm a ze jeho fe¢ by méla néjak zvladnout vSechnu fe¢. Postupuje tu po
cesté, kterou popsal Ladislav Klima:

vy vy .

Myslenky — prisery — prisery — nic.!

Protoze se hledanim néceho, co piredchazi myslenkam, a nééeho, co zvlada
fe¢, dostane od myslenek a feci k priseram, bude zklamany. Cilem této stu-
die je ukazat, ze logika se bez toho obejde.

Predvadim tu pojeti logiky v Principia Mathematica Bertranda Russella
a Alfreda N. Whiteheada.? Kazdé pfedvedenti je ale ipravou. Dnesni logika
je vysledkem fady takovychto tprav, za¢inajici napi. dily Franka Ramseye,
Alfreda Tarskiho, Kurta Goédela, Willarda V. Quinea a pokracujici do dnes-
ka. Kdyz se nékdo k pavodnimu pojeti vraci, chce z dnesniho pohledu
a podle dnesnich méfitek posoudit, co z toho spisu stale jesté zaslouzi
pozornost. Jeho pohled byva vedeny predev§im samoziejmym rozlisenim
,metajazyka®“ od ,,objektového jazyka“ a ,syntaxe” od ,,sémantiky“. Abych
sledoval svijj cil, vyuzivam pavodni pojeti k né¢emu jinému: k tomu, abych
se z dnesniho pohledu a z dnesnich métitek aspon trochu vyvazal.

Postupuji takto: V prvni kapitole pfedvadim rozhodnuti o tom, co je
logika. Je to stru¢né kapitola a bez pouziti umélych vyrazt (jinak fe¢eno
»symbolismu®). V druhé kapitole, zamyslené jako cviceni v logice, ukazuji

1V rukopisu traktatu Metalogismus z 1. 12. 1919, in: Klima, L., Sebrané spisy 1., Mea, Pra-
ha, Torst 2005, s. 143.

2 Russell, B., Whitehead, A. N., Principia Mathematica (PM), vol. 1., Cambridge, CUP
1910, 1927.
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naplnéni tohoto rozhodnuti v¢etné ptikladti a ditkazti. Pro toho, kdo uz
v dokazovani vycviceny je, bude snadna, pro ostatni by to mél byt podrob-
ny vyklad. Ve tfeti kapitole potom uvadim otazky, které to vyvolava.



1. kapitola

§1

Nejprve se rozhodneme, co budeme délat. K tomuto rozhodnuti patti di-
véra v to, ze to délat dovedeme:

a) budeme analyzovat, tj. rozmotavat, myslenky a postupy dikazi. Roz-
motavanim tu rozumime nachazeni nebo vytvareni co nejjednodussich
myslenek, jejichz myslenim a postupovanim podle nichz umime rozmo-
tavané predvést. Chceme, aby takovych co nejjednodussich myslenek
(budeme jim fikat ,,vychozi“ myslenky) bylo co nejméné

b) mnohé z nich budeme zapisovat umélymi vyrazy. Témi tu rozumime ta-
kové vyrazy, jejichz smysl je natolik pevny a natolik v nasich rukou, na-
kolik budeme potrebovat. Chceme, aby jejich uzivani bylo co nejsnazsi

c) budeme pfitom v mySlenkach a postupech diikazii ptedchdzet parado-
xtim. Paradoxem tu rozumime néco nezadouciho, k ¢emu by nas nase
myslenky a postupy svadély, a predchdzenim paradoxu tu rozumime ta-
kové mysleni a postupovani, v némz nas k tomu svadét nebudou

§2

Uvedena tfi rozhodnuti jsou samostatna, mohou byt jedno bez druhého.
Sama o sobé¢, po jednom nebo po dvou, by vedla k né¢emu jinému.

§3

Nase rozmotani bude dvoustupniové. V prvnim stupni si dame pozor na
to, abychom neud¢lali ani nevynechali nic, co by ndm pozdéji piekazelo
nebo chybélo.
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§4
Budeme uzivat umélé vyrazy, které v bézné fec¢i nemame. Jde nam totiz
o jiné a jednodussi myslenky, nez pro jaké je bézna fe¢ vhodna.

§5

Skladani umélych vyrazt bude spojené s jejich podobou.

§6
Opakovanym skladanim umélych vyrazti se chceme dostat k novym my-
§lenkam a postuptim, k nimz bychom se v bézné reci nedostali; ta neni

pro opakované skladani vhodna. Opakované skladani ndm poslouzi jako
opora mysleni.

§7
Um¢élé vyrazy budou stru¢né a prehledné, a to pripadné i diky zavadéni
zkratek.

§8

Umélé vyrazy chceme uzivat k vyétim myslenek a postupti.

§9
Udélame to takto:
a) uvedeme nékolik mélo vychozich myslenek

b) jejich myslenim a postupovanim podle nich budeme pfedvadét véechny
myslenky a postupy diitkazii, které budeme chtit rozmotat. Nejprve jich
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predvedeme nékolik mélo (tém budeme opét fikat ,,vychozi®, tentokrat
jde ale o kroky v analyze), a k ostatnim dojdeme z nich

§10

Vsechny nase vychozi myslenky se tykaji vyrazl, protoze z vyraz se sesta-
vaji diikazy.

§11

Budeme rozlisovat mezi proménnymi a konstantnimi vyrazy. Proménnymi
tu rozumime takové vyrazy (budeme jim fikat kratce ,proménné®), které
mohou mit riizné hodnoty, a konstantnimi (tém budeme fikat kratce ,,kon-
stanty“) ty, které takové nejsou.

§12
Dtlezitymi vyrazy pro nas budou vyroky. Vyroky tu rozumime takové vyra-
zy, které mohou byt pravdivé nebo nepravdivé.

§13
Od vyroku odlisime vyrokové funkce. Vyrokovymi funkcemi rozumime ta-
kové vyrazy, které obsahuji néjaké proménné a z nichz by se po udéleni né-
jakych hodnot témto proménnym staly vyroky (tém budeme fikat ,hodno-
ty vyrokové funkce®). Podle toho, po udéleni jakych hodnot proménnym
by se z nich staly vyroky, budeme mluvit napf. o ,vyrokovych funkcich
vyrokt“ nebo ,,vyrokovych funkcich vyrokovych funkci®.

§14

Vyroky i vyrokové funkce budou nékdy konstantni a nékdy proménné.
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§15

Mnohé vyroky i vyrokové funkce budeme zcasti nebo zcela zapisovat umé-
lymi vyrazy, ale ne vSechny.

§16

Nejprve predvedeme rozmotavani mysleneck a postupt dikazid, v némz
nehraji roli zadné vyrokové funkce vyrokovych funkci, ale pouze nékteré
vyrokové funkce nékterych vyrokt (zhruba odpovidajici tomu, ¢emu dnes
iikame ,,vyrokova logika®).

§17
Uvedeme tyto vychozi myslenky:

a) myslenku elementarniho vyroku. Elementarnim vyrokem rozumime ta-
kovy vyrok, ktery neobsahuje zddné vazané proménné

b) myslenku elementarni vyrokové funkce. Elementarni vyrokovou funkci
rozumime takovou vyrokovou funkci, ktera by se po udéleni néjakych
hodnot svym proménnym stala elementarnim vyrokem

c) myslenku tvrzeni elementarniho vyroku. Tvrzenim elementarniho vyro-
ku rozumime jeho kladeni, na rozdil od premysleni o ném

d) myslenku tvrzeni elementarni vyrokové funkce. Tvrzenim elementarni
vyrokové funkce rozumime tvrzeni jakékoli jeji hodnoty

e) myslenku disjunkce. Disjunkci rozumime takovou elementarni vyro-
kovou funkci obsahujici dvé proménné, jejiz hodnota (tj. vyrok, jimz
se stane) je pravdivd, kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty
elementdarni vyroky, z nichz je aspon jeden pravdivy, a jejiz hodnota je
nepravdiva, kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty nepravdivé
elementarni vyroky. Disjunkci budeme zapisovat umélym vyrazem

f) myslenku negace. Negaci rozumime takovou elementarni vyrokovou
funkci obsahujici jednu proménnou, jejiz hodnota je pravdiva, kdyz jeji
proménné udélime jako hodnotu nepravdivy elementarni vyrok, a jejiz
hodnota je nepravdiva, kdyz jeji proménné udélime jako hodnotu prav-
divy elementarni vyrok. I negaci budeme zapisovat umélym vyrazem



1. kapitola 13
§18

Pfestoze mame myslenky elementarniho vyroku a jeho tvrzeni, v analyze
uplatnime spiSe myslenky elementarni vyrokové funkce a jejiho tvrzeni.
Predvadéné myslenky budou jakoby vzorem myslenek a postupt diukazt
s elementarnimi vyroky.

§19

Vyrokové funkce negace a disjunkce budeme skladat.

§20

Tvrzenim elementarni vyrokové funkce rozumime i tvrzeni jakékoli jeji in-
stance, tj. elementarni vyrokové funkce, jejiz véechny hodnoty jsou i hod-
notami ptvodni funkce. K instancim pfechazime z tvrzené elementarni
vyrokové funkce dosazovanim elementarnich vyrokovych funkci nebo ele-
mentarnich vyrokd za proménné.

§21
Jako vychozi kroky v analyze pfedvedeme:

a) definice nékolika vyrokovych funkci slozenych z negace a disjunkce
(bude to implikace, konjunkce a ekvivalence); i je budeme zapisovat
umélymi vyrazy. Definici tu rozumime vyrazovou zkratku, a vS§echny vy-
razy zapsané pomoci definovanych vyrokovych funkci proto mtizeme
zpatky rozepsat jako vyrazy se stejnym smyslem, které je neobsahuji

b) tvrzeni nékolika vyrokovych funkci slozenych z negace a disjunkce
(resp. z nich a z jedné vyrazové zkratky). Tato tvrzeni budou zapsana
umélymi vyrazy a pozdéji budou slouzit nékdy jako pravidla a nékdy
jako predpoklady. Vybereme je podle toho, abychom z nich dosli ke
v§em dal$im tvrzenim vyrokovych funkci elementarnich vyrokd, k nimz
dojit chceme. Jejich volba nebude vychézet z jejich samoziejmosti
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c) pravidlo inference. Pravidlem inference tu rozumime tvrzeni o pravdi-
vosti ¢ehokoli, na co se podle néjakého predpokladu prendsi pravdivost
jiného predpokladu. Predpokladem tu rozumime cokoli, co uz v néja-
kém kroku analyzy tvrdime, nebo k ¢emu pravé inferenci z néjakych
dalsich predpokladt dojdeme

d) pravidlo zachovani elementarnosti vyrokii. Timto pravidlem rozumime
tvrzeni toho, Ze negace elementarniho vyroku i disjunkce elementarnich
vyroki je stale elementarnim vyrokem

e) pravidlo identifikace proménné. Timto pravidlem rozumime tvrzeni
toho, ze slozime-li disjunkci dvé elementarni vyrokové funkce obsahu-
jici tutéz proménnou, bude jejich sloZeni opét elementarni vyrokovou
funkci obsahujici tuto proménnou na piéivodnich mistech v obou skla-
danych ¢lenech

§22

Vyroky a vyrokové funkce tvrdime jako vychozi kroky analyzy, jsou-li ony
nebo jakékoli jejich hodnoty pravdivé a budou-li vhodné k dalsimu, pokud
mozno stru¢nému a pfehlednému, postupu.

§23

K dal$im tvrzenim, at uz zapsanym umélymi vyrazy nebo ne, budeme pfte-

chédzet rozpoznanim, ze jimi budeme tvrdit néco, co uz tvrdime, nebo infe-
P y .

renci z néc¢eho, co uz tvrdime.

§24

Dale pfedvedeme rozmotani myslenek a postupti ditkaz, v némz hraji roli
i nékteré vyroky a vyrokové funkce, které nejsou elementarni, a nékteré
vyrokové funkce nékterych vyrokovych funkci (zhruba odpovidajici tomu,
¢emu dnes fikdme ,predikatova logika s teorii typa®).
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§25

Uvedeme tyto vychozi myslenky:

a)

rozsifeni vSech dosavadnich vychozich myslenek i na neelementarni vy-
roky a vyrokové funkce

b) myslenku obecného kvantifikatoru. Obecnym kvantifikitorem rozumi-

me takovou vyrokovou funkci obsahujici jednu proménnou, (1) jejiz
hodnota je pravdiva, kdyz jeji proménné udélime jako hodnotu tako-
vou vyrokovou funkci obsahujici jednu proménnou (té fikame ,vazana“
proménna, na rozdil od ,volné®), jejiz véechny hodnoty jsou pravdivé,
a (2) jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz jeji proménné udélime jako hod-
notu takovou vyrokovou funkci obsahujici jednu proménnou, kterd ma
néjakou nepravdivou hodnotu. Obecny kvantifikator budeme zapisovat
umélym vyrazem

myslenku individua. Individuem rozumime takovy vyraz obsazeny ve
vyroku nebo ve vyrokové funkci, ktery sam neni ani vyrokem, ani vyro-
kovou funkci. (Individua jsou dal$imi dilezitymi vyrazy vedle vyrokd
a vyrokovych funkci; stejné jako vyroky a vyrokové funkce mohou byt
proménné nebo konstantnf)

§26

Prestoze mame myslenku individua, v analyze konstantni individua spise

neuplatnime.

§27

Udélime-li proménné v obecném kvantifikitoru jako hodnotu vyrokovou

funkci obsahujici vice proménnych, bude se obecny kvantifikdtor vazat

nejvyse k jedné z nich a stane se vyrokovou funkci obsahujici ty zbyvajici

proménné.
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§28

Vyrokové funkce obecného kvantifikatoru, negace a disjunkce budeme
skladat; a budeme je skladat i s dalsimi vyrokovymi funkcemi.

§29

Tvrzenim vyrokové funkce opét rozumime i tvrzeni jakékoliv jeji instance.
K instancim pfechazime piipustnym dosazovanim néjakych vyrokovych
funkci, vyrokti nebo individui za néjaké proménné.

§30
Jako vychozi kroky v dalsi analyze pfedvedeme:

a) definici dalsi vyrokové funkce slozené z negace a obecného kvantifika-
toru (bude to existen¢ni kvantifikator), tuto funkci budeme také zapi-

v/ .

sovat umélym vyrazem. Piedchozi definice rozsifime i na neelementarni
vyroky

b) definici stejnosti typu dvou vyrazt. Definici tu opét rozumime vyrazo-
vou zkratku, kterou bychom v jednotlivych pifipadech mohli zpatky ro-
zepsat: tentokrat jde ale o zkraceny vyraz o smyslu dvou vyrazi

c) tvrzeni vyrokovych funkci sloZenych z negace a disjunkce, kterd byla vy-
chozimi kroky uz v pfedchozim stupni analyzy; ted budou jen rozsifena
i na neelementarni vyroky

d) tvrzeni nékolika novych vyrokovych funkeci sloZenych z negace, disjunk-
ce a obecného kvantifikatoru (resp. z disjunkce, obecného kvantifikato-
ru a implikace jako uz zavedené vyrazové zkratky). Tato tvrzeni budou
zapsand umélymi vyrazy a budou, stejné jako v analyze elementarnich
vyrokt a elementarnich vyrokovych funkci, slouzit nékdy jako pravidla
a n¢kdy jako predpoklady

e) pravidlo inference rozsifené i na neelementarni vyroky a vyrokové funk-
ce

f) pravidlo generalizace. Pravidlem generalizace tu rozumime tvrzeni
pravdivosti hodnoty obecného kvantifikatoru, jehoz proménné udélime
jako hodnotu néjaky predpoklad
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g) pravidlo stejnosti typu. Timto pravidlem rozumime tvrzeni toho, Ze je-
-li vyraz obsahujici proménnou smysluplny, je smysluplny s konstantou
na jejim misté pravé tehdy, je-li tato konstanta stejného typu jako tato
proménna

h) pravidlo nahrazovani konstant a proménnych. Timto pravidlem rozumi-
me tvrzeni toho, ze vyraz obsahujici néjakou konstantu je vyrok pravé
tehdy, kdyZ je to s proménnou na jejim misté vyrokova funkce

§31
Volba vychozich krokt je opét vedena pravdivosti tvrzenych vyroki nebo
hodnot tvrzenych vyrokovych funkci a jejich vhodnosti k dal§imu postupu.

§32
K dal$im tvrzenim budeme opét pfechazet rozpoznanim, ze jimi budeme
tvrdit instance néceho, co uz tvrdime, a inferenci nebo generalizaci z pfed-
pokladi, které uz tvrdime. Prechody k dal$im tvrzenim, které jsme udélali
uz v predchozim stupni analyzy, pfebirame.

§33
Jak vychozi myslenky, tak i vychozi kroky této dalsi analyzy, které se tykaji
vyrokt a vyrokovych funkci, jsou typové viceznacné.

§34

Kdybychom chtéli ptridavat dalsi vychozi myslenky nebo vychozi kroky,
nic nam v tom nebrani.
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§35

Abychom se seznamili s tim, co délame, je tfeba se v tom vycvicit. Podrob-
né ted pfedvedeme myslenky z prvni kapitoly a postup podle nich. Pfitom
budeme sledovat riizné podoby krokt postupu. Tam, kde to bude na mis-
té, budeme uzivat umélé vyrazy.?

§36

Zacneme opét analyzou, v niz nehraji roli zadné vyrokové funkce vyroko-
vych funkci, ale pouze nékteré vyrokové funkce nékterych (ted uz vime, ze
elementarnich) vyrokii.

Zopakujme vychozi myslenky, jak byly uvedeny v §17:

a) myslenka elementarnfho vyroku: elementarnim vyrokem rozumime ta-
kovy vyrok, ktery neobsahuje zddné vazané proménné. Proménné ele-
mentarni vyroky (dnes jsme zvykli jim ifkat spiSe ,proménné pro ele-
mentarni vyroky“ nebo ,elementarné-vyrokové proménné“ podobné
jako ,proménné pro ¢isla“ nebo ,¢iselné proménné®) budeme zapisovat
pismeny p,q,r,s

b) myslenka elementarni vyrokové funkce: elementarni vyrokovou funkci
rozumime takovou vyrokovou funkci, ktera by se po udéleni néjakych
hodnot svym proménnym stala elementarnim vyrokem

c) myslenka tvrzeni elementarniho vyroku: tvrzenim elementarniho vyro-
ku rozumime jeho kladeni, na rozdil od pfemysleni o ném

. . . PR e N
pisech tvrzeni nezapsanych pouze pomoci umélych vyrazt se umélym vyrazim vyhneme.
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d) myslenka tvrzeni elementarni vyrokové funkce: tvrzenim elementarni
vyrokové funkce rozumime tvrzeni jakékoli jeji hodnoty. Tvrzeni vyroka
nebo vyrokovych funkci, které by byly zapsané umélymi vyrazy, budeme
zapisovat tak, ze pred né napiseme znak

¢) myslenka disjunkce: disjunkci rozumime takovou elementarni vyroko-
vou funkci obsahujici dvé proménné, jejiz hodnota (tj. vyrok, jimz se
stane) je pravdiva, kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty ele-
mentarni vyroky, z nichz je aspon jeden pravdivy, a jejiz hodnota je
nepravdiva, kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty nepravdivé
elementarni vyroky. Disjunkci dvou elementarnich vyrokii p a g budeme
zapisovat pV q

f) myslenka negace: negaci rozumime takovou elementirni vyrokovou
funkci obsahujici jednu proménnou, jejiz hodnota je pravdiva, kdyz jeji
proménné udélime jako hodnotu nepravdivy elementarni vyrok, a jejiz
hodnota je nepravdiva, kdyz jeji proménné udélime jako hodnotu prav-
divy elementarni vyrok. Negaci elementarniho vyroku p budeme zapiso-
vat ~p

§37

Priklady elementdrnich vyrokt jsou vyrazy

Petr jde do skoly
Petr nese knihu Michalovi

rozumime-li jim tak, Ze neobsahuji zddné proménné. Jejich disjunkci po-
tom je

Petr jde do skoly Vv Petr nese knihu Michalovi
a negaci prvniho z nich
~ Petr jde do $koly
Véty bézné fedi ,Petr jde do $koly nebo nese knihu Michalovi® a ,,Petr ne-

jde do $koly“ se od nich lisi tim, Ze jejich smysl neni tak jednoduchy: Prv-
ni z umélych vyrazi je prosté hodnotou disjunkce, v niz prvni proménné
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udélime jako hodnotu elementarni vyrok ,,Petr jde do $koly“ a druhé pro-
ménné elementdrni vyrok ,,Petr nese knihu Michalovi®; je to vyrok, ktery je
pravdivy, jsou-li ob¢ udélené hodnoty pravdivé, a nepravdivy, je-li neprav-
diva aspon jedna z nich. Druhy z téchto vyrazt je hodnotou negace, v niz
proménné udélime jako hodnotu elementarni vyrok ,,Petr jde do $koly“; je
to vyrok, ktery je pravdivy, kdyz je udélend hodnota nepravdiva, a neprav-
divy, je-li pravdiva.

§38
Ptiklady elementarnich vyrokovych funkci jsou

p
Petr jde do $koly v p
p V Petr nese knihu Michalovi
pPva
~p

Prvni z nich je elementarni vyrokova funkce, jejiz hodnotou je jakykoli ele-
mentarni vyrok; druha je elementarni vyrokova funkce, jejiz hodnotou je
disjunkce vyroku ,Petr jde do $koly“ s jakymkoli elementdrnim vyrokem;
tfeti je elementarni vyrokova funkce, jejiz hodnotou je disjunkce jakéhokoli
elementarniho vyroku s vyrokem ,Petr nese knihu Michalovi; ¢tvrtd je ele-
mentarni vyrokova funkce, jejiz hodnotou je disjunkce jakychkoli dvou ele-
mentarnich vyrokd, tj. je to disjunkce; pata je elementarni vyrokova funkce,
jejiz hodnotou je negace jakéhokoli elementarniho vyroku, tj. je to negace.

Tyto vyrazy budeme brat nékdy jako vyrokové funkce a nékdy jako je-
jich proménné hodnoty, tj. jako vyroky, jimiz by se staly po udéleni hodnot
proménnym, které obsahuji. Tento rozdil zdtraznime tim, jak o vyrazech
budeme mluvit, napt. nékdy budeme mluvit o ,vyrokové funkci pvq*
a jindy o ,,vyroku p Vv q“.
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§39

Vyrokové funkce negace a disjunkce budeme skladat do slozitéjsich,
napt. do funkci

~~p
~pVq
pV~q

~pV~q

To jsou zapisy vyrokovych funkci, kterym rozumime poporadé takto: jako
vyrokové funkci, jejiz hodnota je pravdiva, kdyz je hodnota vyrokové funk-
ce ~p nepravdiva, a jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz je hodnota vyrokové
funkce ~p pravdiva; jako vyrokové funkci, jejiz hodnota je pravdiva, kdyz
je hodnota aspon jedné z vyrokovych funkci ~p a q pravdiva, a jejiz hodno-
ta je nepravdiva, kdyz jsou hodnoty obou téchto funkci nepravdivé; jako
vyrokové funkci, jejiz hodnota je pravdiva, kdyz je hodnota aspon jedné
z vyrokovych funkci p a ~q pravdiva, a jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz
jsou hodnoty obou téchto funkci nepravdivé; jako vyrokové funkci, jejiz
hodnota je pravdiva, kdyz je hodnota aspon jedné z vyrokovych funkci
~p a ~q pravdiva, a jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz jsou hodnoty obou
téchto funkci nepravdivé.

Tam, kde je potfeba ukazat strukturu slozeni, uzivame v zapisu zavorky:

~(pVvaq)
~(~pVva)
~(pVv~aq)
~(~pVv~q)
rv(pva)
(pvavr
~(pvavr

Prvni ¢tyti jsou vyrokové funkce, jejichz hodnota je pravdiva, kdyz je hod-
nota vyrokové funkce v zavorce nepravdiva, a jejichz hodnota je nepravdi-
va, kdyz je hodnota vyrokové funkce v zavorce pravdiva. Zavorka v zapisu
prvni z nich umoznuje rozlisit tuto vyrokovou funkci od vyrokové funkce
~pV q z pfedchoziho vyctu, tyto vyrokové funkce se lisi poradim negace
a disjunkce pfi skladani: zatimco v ptipadé vyrokové funkce ~(p Vv q) byla
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negovana disjunkce, v pripad¢ vyrokové funkce ~p V q je negace v disjunk-
ci. Podobné zavorka v zdpisu ~(~p V q) umoznuje rozlisit takto zapsanou
vyrokovou funkci od vyrokové funkce ~~p Vv q. Zbyvajici tii zapisy v tomto
vyctu jsou vyrokové funkce slozené postupné ze dvou disjunkci, pricemz
ve tieti z nich je mezi dvé disjunkce vlozena jesté negace té prvni disjunkce.

Zavorek muze byt i vic, a to bud na stejné trovni, jako ve vyrokové
funkci

(pv@)v(pvrn)

jejiz hodnota je pravdiva, je-li hodnota aspon jedné z vyrokovych funkci
pVqgap Vr pravdivd, a jejiz hodnota je nepravdiva, jsou-li hodnoty obou
téchto funkci nepravdivé, nebo mohou byt vnofené, jako ve vyrokovych
funkcich

~((pvavn
~(~(pva)Vvr)
~((pva)Vv(pvn)

.. atd.

§40

Tomu, Ze je vyraz instanci vyrokové funkce, rozumime takto: Jedna vyro-
kova funkce je instanci druhé vyrokové funkce, kdyz vsechny hodnoty té
prvni jsou i hodnotami té druhé. Napf. elementarni vyrokové funkce

Petr jde do skoly v p
p V Petr nese knihu Michalovi
pVvq

~pVvq
pv~q
~pV~q

rv(pva)

(pvayvr

~(pvavr

(pva)v(pvn)
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jsou vSechny instancemi disjunkce, protoze vSechny jejich hodnoty,
tj. vSechny elementarni vyroky, kterymi se stanou po udéleni hodnot pro-
ménnym p, q ar, jsou hodnotami disjunkce. Naopak to ale s vyjimkou tieti
z nich, coz je samotna disjunkce, neni; napf. elementarni vyrok

~Petr jde do §koly v Petr nese knihu Michalovi

je hodnotou disjunkce, ale neni zddnou hodnotou prvni uvedené vyrokové
funkece.

K instancim elementarni vyrokové funkce prechazime soucasnym dosa-
zovanim elementarnich vyrokovych funkci nebo elementarnich vyrokt za
proménné. Napi. soucasnym dosazenim p Vqzapap Vr za q do disjunkce
p V q dostaneme

(pva)v(pvr)
jako instanci disjunkce. Toto dosazeni budeme zapisovat
pvalp=pVvaq:=pVr]
Kdyz pak dale dosadime napft.
(pvag)V(pVr) [p:=Petr jde do skoly]
dostaneme
(Petr jde do skoly v q) v (Petr jde do skoly v r)
coz je instance jak (pvq)V (p vr), tak i piivodni p vV q. Kdyby dosazeni
pvqzapapVrzaq do disjunkce p vVq nebylo soucasné, a dosadili by-
chom nejprve pVq za p a az potom p Vr zaqdo (pVq)Vq, vysledek by
byl jiny.

Jako instance elementarnich vyrokovych funkci budeme brat i elemen-
tarni vyroky, které jsou jejich hodnotami.
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§41

Protoze tvrzenim elementarni vyrokové funkce rozumime tvrzeni jakékoli
jeji hodnoty, je jeji tvrzeni i tvrzenim jakékoli jeji instance.

§42

Prvni podobou vychozich kroki, jez byla uvedena v §21a, je definovani.
Definovanim tu rozumime zavadéni zkratek; zavedeme postupné zkratky
za tfi vyrokové funkce slozené z negace a disjunkce:

*1.01* p - qje zkratka za ~p vV q
*3.01 p A q je zkratka za ~(~p V ~q)
*4.01 p < q je zkratka za (p = q) A (q = p)

Prvni z nich je implikace, druha konjunkce a tfeti ekvivalence. Implikace
je tedy takova vyrokova funkce obsahujici dvé proménné, jejiz hodnota je
pravdiva, kdyz je hodnota aspon jedné z vyrokovych funkci ~p a q prav-
diva, a jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz jsou hodnoty obou téchto funkci
nepravdivé; tj. je pravdiva, kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty
takové elementarni vyroky, ze je-li ten prvni pravdivy, je pravdivy i ten dru-
hy, a je-li ten prvni nepravdivy, na pravdivosti toho druhého nezalezi, a je
nepravdiva, kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty takové elemen-
tarni vyroky, ze ten prvni je pravdivy a druhy nepravdivy. Konjunkce je ta-
kova vyrokova funkce obsahujici dvé proménné, jejiz hodnota je pravdiva,
kdyz je hodnota vyrokové funkce ~p vV ~q nepravdiva, a jejiz hodnota je
nepravdiva, kdyz je hodnota této vyrokové funkce pravdiva; tj. je pravdiva,
kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty takové elementarni vyroky,
které jsou oba pravdivé, a je nepravdiva, kdyz jejim proménnym udélime
jako hodnoty takové elementarni vyroky, z nichz je aspon jeden nepravdi-
vy. Ekvivalence je vyrokova funkce obsahujici dvé proménné, jejiz hodnota
je pravdiva, kdyz jsou hodnoty obou vyrokovych funkcip = qa q - p prav-
divé, a jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz je hodnota aspon jedné z nich
nepravdiva; tj. je pravdiva, kdyz jejim proménnym udélime jako hodnoty
takové elementarni vyroky, zZe je-li ten prvni pravdivy, je pravdivy i ten dru-

4 Cislovani krokt prebirdme z PM, slouzi misto odkazl na stranky.
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hy, a naopak, a je nepravdiva, kdyz jejim proménnym udélime jako hodno-
ty takové elementarni vyroky, Ze ten prvni je pravdivy a druhy nepravdivy,
nebo naopak. V implikaci budeme rozliSovat ,,pfedni ¢len®, tj. to, co je na
misté prvni proménné, a ,,zadni ¢len”, tj. to, co je na misté druhé promén-
né. Tyto zkracené umélé vyrazy budou slouzit k stru¢nosti a prehlednosti
zapisd, ale mohli bychom je kdykoli nahradit ptivodnimi vyrazy, aniz by se
jakkoli zménil jejich smysl.

Nahrazovani zkratek vyrokovymi funkcemi slozenymi z ptivodnich vy-
razi a naopak se bude tykat vSech zkratek vyskytujicich se ve vyrokové
funkci, nebo jen nékterych z nich. Napf. vyrokové funkce

(pvp)—p
~((pvag)—-r)
(PA@)—>(qAp)
(pAg@) e (qAp)

muzeme poporad¢ nahradit vyrokovymi funkcemi

~(pVvp)Vvp
~(~(pva)vrn)
~~(~pV~q)V~(~qV~p)
~(~(~~(~pV~q)V~(~qV ~p)) V~(~~(~qV ~p) V~(~pV ~0q)))

pficemz posledni z nich miZeme nahradit také vyrokovymi funkcemi

(A~ @AP)A((@AP)=(PAQ))
~pArdv@Arp)A(~@Ap)V(pAQ)
~(~(~(pAgv@ap)V~(~@Arp)V(PAQ)))

a naopak.

§43

Definici implikace si pfipravujeme stru¢ny zapis vyrokové funkce obsahuji-
ci dvé proménné, podle jejichz hodnot se prenasi pravdivost hodnot jejtho
predniho ¢lenu na hodnoty zadniho ¢lenu. Tuto vyrokovou funkci pouzi-
jeme v pravidle inference.



2. kapitola 27
§44

Druhou podobou vychozich krokt, jez byla uvedena v §21 b, je tvrzeni
vyrokovych funkci zapsanych umélymi vyrazy. Budeme tvrdit nékolik vy-

rokovych funkci:

*1.2 F(pVvp)—p

*1.3 Fqg-(pVQ)

*1.4 F(pVva)—-(qVvp)

*1.5 F(pv(vn)—-(@Vv(pvn)
*1.6 F@->nN->{pVva->(pVvn)

Snadno si mlzeme rozmyslet, s vyuzitim definice implikace a vychozich
myslenek negace a disjunkce, ze jakékoli hodnoty téchto vyrokovych funkci
jsou pravdivé: *1.2 je tvrzeni vyrokové funkce, jejiz hodnota je pravdiva, je-
-li pravdiva hodnota aspon jedné z vyrokovych funkci ~(p Vv p) a p, at uz ale
hodnota p pravdiva je nebo neni, a jedno z toho je, nebot je to vyrok, hodno-
ta jedné z téchto dvou vyrokovych funkci pravdiva je, je-li totiz p pravdiva,
pak té druhé, neni-li pravdiva, pak té prvni. *1.3 je tvrzeni vyrokové funkce,
jejiz hodnota je pravdiva, je-li pravdiva hodnota aspon jedné z vyrokovych
funkci ~q a p V q, at uz ale hodnota q pravdiva je nebo neni, hodnota jedné
z téchto dvou vyrokovych funkci pravdiva je bez ohledu na pravdivost hod-
noty p. *1.4 je tvrzeni vyrokové funkce, jejiz hodnota je pravdiva, je-li prav-
diva hodnota aspon jedné z vyrokovych funkci ~(p vV q) a qV p, jsou-li tedy
nepravdivé hodnoty obou vyrokovych funkci p a g, nebo je-li aspon jedna
z nich pravdiva, a to ale znamena bez ohledu na jejich pravdivost. *1.5 je
tvrzeni vyrokové funkce, jejiz hodnota je pravdiva, je-li pravdivd hodnota
aspon jedné z vyrokovych funkci ~(p vV (qVvr)) aqV (pVr),jsou-li tedy ne-
pravdivé hodnoty vsech vyrokovych funkci p, q a r, nebo je-li aspon jedna
z nich pravdiva, a to ale opét znamend bez ohledu na jejich pravdivost. *1.6 je
tvrzeni vyrokové funkce, jejiz hodnota je pravdiva, je-li pravdiva hodnota
aspon jedné z vyrokovych funkci ~(q—>r)a (p vq) = (pVvr), a tedy vyroko-
vych funkci ~(~qVvr)a~(pVvq)V(pVr),ato rozmyslime takto: bud je uz
hodnota prvni z nich pravdiva, nebo je nepravdiva, ale pak je pravdiva hod-
nota vyrokové funkce ~q v r, a tedy aspon jedné z vyrokovych funkci ~qar,
a je-li pravdiva hodnota ~q, je pravdiva v piipad¢é pravdivosti hodnoty p
druha cast disjunkce ~(pVvq) V(pVvr) a v pfipadé nepravdivosti hodno-
ty p jeji prvni ¢ast, a je-li pravdiva hodnota r, je pravdivd jeji druha cast.
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Tato tvrzeni budeme pouzivat pfedevsim takto: pomoci *1.2 budeme
pridavat tvrzeni vyrokovych funkci jedné proménné; pomoci *1.3 vyroko-
vych funkci jedné nebo dvou proménnych, v nichz ale na jedné z nich ne-
bude zalezet; pomoci *1.4 budeme otacet poradi ¢lent v disjunkci nebo,
s nalezitou pozornosti k negacim, i v implikaci, protoze implikace je defi-
novand jako disjunkce s negaci; pomoci *1.5 budeme pfeskupovat vnorené
disjunkce nebo implikace, s nalezitou pozornosti k potadi vnoteni, protoze
v implikaci na poradi zalezi; a pomoci *1.6 budeme spojovat dvé disjunkce
nebo implikace tak, aby implikovaly tfeti.

§45

Budeme-li z tvrzeni elementarnich vyrokovych funkci pfechazet k tvrze-
nim jejich instanci, budeme je pouzivat jako pravidla; budeme-li z nich
nebo z jejich instanci pfechazet inferenci k dal$im tvrzenim, budeme je
pouzivat jako piedpoklady.

§46
Treti podobou vychozich krokt, jez byla uvedena ve zbyvajicich poloz-

kach § 21, je tvrzeni pravidel nezapsanych umélymi vyrazy. Nejprve ukaze-
me pravidlo inference pro elementarni vyroky a vyrokové funkce:

*1.1 Cokoli implikovaného pravdivym elementarnim vyrokem je
pravdivé
*1.11 Je pravdiva jakakoli hodnota elementarni vyrokové funkce, kte-

ra je implikovana elementarni vyrokovou funkci, jejiz jakakoli
hodnota je pravdiva

Pravidlo *1.11 je jen rozvinutim pravidla *1.1 s ohledem na tvrzeni elemen-
tarnich vyrokovych funkci; uvédomme si totiz, ze tvrzenim elementarni
vyrokové funkce rozumime tvrzeni jakékoli jeji hodnoty. Tim, Ze néco je
nécim implikované, rozumime, Ze je to zadnim ¢lenem tvrzené implikace,
at uz jde o elementarni vyrok, nebo o elementarni vyrokovou funkci (tvr-
zeni této implikace a tvrzeni jejiho pfedniho ¢lenu fikdme v této souvislosti

»predpoklady®).
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Pravidlo inference neni podminkovy vyrok, pfestoze tak miize vypadat.
Nerozumime mu jako vyroku ,Jestlize je pravdiva implikace a jeji pred-
ni ¢len, je pravdivy i jeji zadni ¢len®; to je sice také pravda, ale je to jiny
vyrok. Rozumime mu jako nepodminénému vyroku o urcitych vyrocich
a vyrokovych funkcich, presné receno o téch, které jsou implikované né¢im
tvrzenym: fikd o nich, Ze se na né, nebo na jejich hodnoty prenasi podle
pravdivé implikace pravdivost z nééeho pravdivého. Snadno si rozmysli-
me, ze je to vyrok pravdivy, protoze k tomu byla implikace pripravena.
K odiivodnéni nepodminénosti a k dal$im tivaham o tomto pravidle se
vratime ve treti kapitole.

Ted nas zajima, jak ho pti prechdzeni k novym tvrzenim budeme pouzi-
vat. To budeme délat dvojim zptisobem:

a) ve sméru od vychozich tvrzeni k naslednym: budeme mit dvé tvrzeni
a uvidime, Ze jedno z nich tvrdi implikaci a druhé jeji pfedni ¢len, a roz-
hodneme se pfejit k dalsimu tvrzeni, v némz budeme tvrdit zadni ¢len
této implikace

b) v opa¢ném sméru: budeme chtit néco tvrdit a budeme hledat, jaka dvé
tvrzeni, z nichz jedno tvrdi implikaci, jejiz pfedni clen je tvrzeny v tom
druhém a zadni ¢len je to nase tvrzeni, bychom nasli v dosavadnim po-
stupu jako predpoklady, a pokud takova nenajdeme, jak bychom k tako-
vym tvrzenim mohli dojit

§47

Kdybychom nechtéli v pravidle inference vyuzit zavedenou zkratku, moh-
ly by jeho formulace vypadat takto:

*1.1 Cokoli, co je v pravdivé disjunkci s negaci pravdivého elemen-
tarniho vyroku, je pravdivé

*1.11 Je pravdiva jakakoli hodnota elementarni vyrokové funkce, kte-
rd je v takové disjunkci s elementdrni vyrokovou funkci, jejiz
jakakoli hodnota je pravdiva, jejiz jakakoli hodnota je pravdiva

Smysl pravidel by se tim nijak nezménil, ale nebylo by z nich vidét, jak
analyzujeme pfendaseni pravdivosti.
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§48

NemiiZeme ukazat pouziti pravidla inference na prikladech, aniz bychom
zacali — tfeba jen docasné a pokusné — k néjakym tvrzenim prechazet.

§49

Dalsim vychozim krokem je tvrzeni pravidel zachovani elementarnosti vy-
rokti a vyrokovych funkci, ktera také nejsou zapsand umélymi vyrazy:

*1.7 Negace elementarniho vyroku je elementarni vyrok
*1.71 Disjunkce dvou elementarnich vyrok je elementarni vyrok

Ze jde o pravdivé vyroky, si z vychozich myslenek elementarniho vyroku,
negace a disjunkce snadno rozmyslime takto: negace elementarniho vyro-
ku, tedy hodnota vyrokové funkce negace, jejiz proménné udélime jako
hodnotu dany elementarni vyrok, je vyrokem a neobsahuje zadné pro-
ménné, a tedy ani zadné vazané proménné, které dany elementarni vyrok
neobsahoval; podobné disjunkce dvou elementarnich vyrokd, tedy hod-
nota vyrokové funkce disjunkce, jejimz proménnym udélime jako hodno-
ty dané elementarni vyroky, je vyrokem a neobsahuje zadné proménné,
které dané elementarni vyroky neobsahovaly. Napf. negace elementarniho
vyroku

Petr jde do skoly
je
~ Petr jde do skoly

a tento vyrok neobsahuje také zadné proménné, a je tedy elementarni.
Uvedena pravidla maji ovsem dusledky i pro elementarni vyrokové
funkce. Negace elementarni vyrokové funkce je podle nich také elemen-
tarni vyrokovou funkci, protoze jeji hodnoty, tedy negace hodnot ptivodni
elementarni vyrokové funkce, tedy elementarnich vyrokd, jsou také ele-
mentarni vyroky. Podobné pro disjunkci: disjunkce dvou elementarnich
vyrokovych funkci je elementarni vyrokova funkce, protoze jeji hodnoty,
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tedy disjunkce hodnot pavodnich elementarnich vyrokovych funkci, jsou
také elementarni vyroky. Mame-li napf. elementarni vyrokové funkce

~p
~q

bude jejich disjunkce ~p V ~q také elementarni vyrokovou funkci, protoze
jeji hodnoty jsou disjunkcemi jejich hodnot.

Sklddame-li opakované elementarni vyroky pomoci negace a disjunk-
ce do slozit¢jsich vyroki, nebo elementarni vyrokové funkce s vyrokovy-
mi funkcemi negace a disjunkce do slozitéjsich vyrokovych funkci, budou
podle téchto pravidel vysledky skladani také elementarnimi vyroky nebo
elementarnimi vyrokovymi funkcemi. Ostatné, vychozi myslenky negace
a disjunkce jsou takové, ze tyto funkce nejen nepfidavaji proménné, ale jako
hodnoty svych proménnych pottebuji elementarni vyroky, tedy vyroky ne-
obsahujici zadné vazané proménné. Abychom tedy mohli elementarni vyro-
ky jejich pomoci opakované skladat, musi elementarnost zachovavat; stejné
tak, aby byly hodnoty vysledku opakovaného skladani vyrokovych funkci
negace a disjunkce pravdivé nebo nepravdivé, musi ji skladani zachovavat.

Tato pravidla pouzivame pii skladani vyrokovych funkci, které tvrdime,
nebo které dosazujeme pfi piechdzeni k instancim za proménné.

§50
Pravidla zachovani elementarnosti vyrokd a vyrokovych funkci budeme
v dtikazech pouzivat zprvu, tj. v §54, tiSe, coz ale neznamena, ze podle
nich nebudeme postupovat.

§51

Poslednim vychozim krokem v této analyze je tvrzeni pravidla identifikace
proménné:

*1.72 Disjunkce dvou elementarnich vyrokovych funkci obsahujicich
tytéz proménné je elementarni vyrokova funkce obsahujici tytéz
proménné na puvodnich mistech v obou skladanych ¢lenech
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Pravidla zachovéni elementarnosti vyrokii a vyrokovych funkci (tj. *1.7
a *1.71) tikaji, ze vSechny vyroky poskladané z elementarnich vyroka po-
moci negace a disjunkce jsou také elementarni a ze vsechny vyrokové funk-
ce poskladané z elementédrnich vyrokovych funkci a vyrokovych funkci ne-
gace a disjunkce jsou také elementarni. Netikaji ale, ze takto poskladame
vyrokové funkce, které obsahuji tutéZ proménnou, nebo tytéz proménné,
je-li jich vic, v riznych ¢lenech disjunkci. To, zZe skladanim dvou elemen-
tarnich vyrokovych funkci obsahujicich tutéz proménnou, nebo tytéz pro-
ménné, je-li jich vic, dostaneme vyrokovou funkci, v niz se proménné ze
skladanych clent identifikuji, je dalsi pravdivy vyrok.

Jinymi slovy: proménné nedrzi svou identitu pouze v ramci jednotlivych
vyrazt, ale chceme-li, podrzi si ji i mezi vyrazy. Slozime-li napf. elementar-
ni vyrokové funkce

~p
~~p

do disjunkce, dostaneme elementarni vyrokovou funkci ~p vV ~~p obsa-
hujici jednu proménnou. ProtoZe sama o sob¢ neni vyrokova funkce ~~p
odlisna od ~~q, mohli bychom je také slozit do ~p vV ~~q obsahujici dvé
proménné, jejiz je ~p V ~~p instanci; podle *1.72 ale identitu p né¢kdy za-
chovavame. Takto jsou slozené i vSechny elementarni vyrokové funkce tvr-
zenév *1.2 az *1.6.

§52

Pravidlo *1.72 budeme také pouzivat zprvu, tj. v § 54, tiSe. Spole¢né s pra-
vidlem inference fikd o proménnych obsazenych v elementarnich vyroko-
vych funkcich v ditkazech: at uz elementarni vyrokové funkce rozkladame
(pti prechodech k zadnim ¢lentim implikaci) nebo skladame (ve vycho-
zich tvrzenich a pfi pfechodech k instancim uz tvrzenych elementarnich
vyrokovych funkcf), proménné si zachovavaji identitu, a tedy vysledné ele-
mentarni vyrokové funkce se stanou vyroky pravé pro ty hodnoty svych
proménnych, pro néz se stanou vyroky ty elementarni vyrokové funkce
v dtikazu, které tyto proménné obsahuji.
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§53

Vychozi kroky nebyly voleny podle toho, ze by byly nejsnaze nahlédnutel-
né, samoziejmé, nebo ze by néjak podstatné predchazely ostatnim, ale jen
podle toho, zZe vyroky v nich tvrzené nebo jakékoli hodnoty vyrokovych
funkci v nich tvrzenych jsou pravdivé a Ze se nam z nich podafi, pfi jejich
pomérné nizkém a prehledném poctu, dojit k ostatnim.

§54

K dal$im krok@im této analyzy uz pfechazime z vychozich krokt. Ukdzeme
ted pfechody k dal$im tvrzenim elementarnich vyrokovych funkci zapsa-
nych umélymi vyrazy a jejich dikazy. Budeme pfitom sledovat ptivodni
postup, ktery autofi zvolili.®

Uvedeme vzdy tvrzeni, jeho ditkkaz a tvahu o ném:

*2.01 F(p—>~p)—>~p

Diikaz:
*1.2 [p = ~p] F(~pV~p)—~p 1
(1), *1.01 F(p—=~p)—~p

Zapisu diukazu tu rozumime takto: v prvnim fadku tvrdime instanci ele-
mentarni vyrokové funkce tvrzené v *1.2, ktera vznikne dosazenim ~p na
misto p, a toto tvrzeni pro dalsi odkazovani v zapise dikazu oznacujeme
(1); v druhém radku pak v predchazejicim tvrzeni nahrazujeme disjunkci
s negaci pfedniho ¢lenu implikaci podle definice implikace, tj. podle *1.01
je p— ~p zkratka za ~p vV ~p. Pfed znakem + zapisujeme, o jaké dosavadni
kroky se pti piechodu k novému tvrzeni opirame.

Mtizeme si sami rozmyslet, Ze jakakoli hodnota vyrokové funkce tvrzené
v *2.01 je pravdiva. Vyjdeme-li z naseho rozmysleni pravdivosti hodnot
implikace z §42, usoudime, Ze je-li hodnota p pravdiva, je hodnota p —
~p nepravdiva, protoze hodnota predniho ¢lenu této implikace je prav-
diva a zadniho nepravdiva, a hodnota (p - ~p) — ~p je tedy pravdiva bez

5 Skoro vSechny uvedené diikazy jsou prevzaté z PM, jen jsou v nékterych piipadech
rozvedené.
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ohledu na pravdivost zadniho ¢lenu této implikace, a je-li hodnota p ne-
pravdivd, je hodnota p — ~p pravdiva, protoze hodnota pfedniho ¢lenu
této implikace je nepravdiva a na hodnoté zadniho ¢lenu v tom ptipadé
nezalezi, a hodnota ~p je také pravdiva, takze hodnota (p —» ~p) = ~p je
pravdiva. Uvédomme si, ze toto rozmysleni vychazelo z definice implikace
a myslenek disjunkce a negace stejné jako nasledujici rozmysleni: hodnota
(p = ~p) = ~p je podle definice implikace pravdiva, je-li pravdiva hodno-
ta aspon jedné z vyrokovych funkci ~(p — ~p) a ~p, a to je, protoze bud
je pravdiva hodnota p, a v tom ptipadé¢ je pravdiva hodnota ~(~pV ~p),
¢ehoz zkratkou je ~(p = ~p), nebo je pravdiva hodnota ~p. Dikaz toto
nase druhé rozmysleni predvadi: ukazuje, Ze tuto Gvahu jsme uz udélali
u vyrokové funkce tvrzené v *1.2 a tady jde jen o jeji instanci zapsanou
pomoci zkratky.
Jak bychom takovy dikaz vymysleli?

a) ve sméru od vychozich krokt k dal§im: do *1.2 jsme dosadili za p nejjed-
nodussi vyrokovou funkci sloZenou pomoci negace a zajimalo nas, co
vznikne; potom jsme zapis pfepsali pomoci zkratky a ve vysledku jsme
rozpoznali tradi¢ni schéma argumentu redukci ad absurdum. Tak ale asi
dtkaz vymysleny nebyl, nejdfive byla znama vyrokova funkce tvrzena
v *2.01 a k nf se hledal dtikaz, at uz pro jeji vlastni dtlezitost, nebo pro-
to, ze je potieba v dalsich dtikazech

b) v opa¢ném sméru: chtéli jsme dojit k tvrzeni *2.01 a hledali cestu, jak se
k nému dostat z nasich vychozich krokt. Nejsnazsi by bylo, kdyby to
byla instance néjaké vyrokové funkce tvrzené ve vychozich krocich, to
bychom uz jeji tvrzeni vlastné méli. Jinak bychom k ni, nebo k né¢emu,
¢eho by byla instanci, pfesli inferenci, a pokud by ani to neslo, doplnili
bychom néjaké dalsi vychozi kroky, nebo zménili ty, které ted mame.
V tomto ptipadé staci ivaha: protoze jde o elementarni vyrokovou funk-
ci jedné proménné, nabizi se bud *1.2, nebo ostatni vychozi tvrzeni *1.3
az *1.6, v nichz bychom ale snizili poc¢et proménnych prechodem k jejich
instancim, tj. dosazovali bychom v nich za g, a pfipadné i za r, to samé,
co za p. Protoze jde ale o implikaci, jejiz predni ¢len je také implikace,
nabizi se nejvic *1.2, jejiz predni ¢len je disjunkce, a tedy néco, co se s pa-
tficnou pozornosti k negacim implikaci podoba. Protoze zadni ¢len na-
$eho tvrzeni je v negaci, hodilo by se za p dosadit ~p, a pfitom zjistime,
ze z predniho ¢lenu elementarni vyrokové funkce tvrzené v *1.2 se stane
néco, co pomoci zkratky piepiSeme jako predni ¢len, ktery hledame
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Tvrzeni *2.01 budeme dale pouzivat pii pfechdzeni k negacim. Kdyby-
chom méli o néjaké elementarni vyrokové funkci tvrzeni, ze implikuje svo-
ji negaci, pomoci vhodné instance elementarni vyrokové funkce tvrzené
v *2.01 a inference bychom pfesli k tvrzeni jeji negace.

Dalsich nékolik tvrzeni ma dtikaz podobny:

*92.02 Fg—-(p—0q)

Diikaz:
*1.3 [p = ~p] Fq-(~pVaQq) @)
(1), *1.01 Fq=(p—q)

Tady jde o rozpoznani, zZe elementarni vyrokova funkce tvrzend v *2.02
je instanci elementarni vyrokové funkce tvrzené v *1.3 zapsanou pomoci
zkratky. Opét bychom si mohli sami rozmyslet, Ze jakakoli hodnota této
vyrokové funkce je pravdivd, a toto rozmysleni by opét postupovalo jako
uvedeny dtukaz. Pouziti tvrzeni *2.02 se ukaze az dale v souvislosti s kon-
junkci. Prozatim pockame, k ¢emu bude dobré.

*2.03 F(p—~q) —(q-~p)

Diikaz:
*1.4[p=~p,q==~q] *r(~pV~q) —(~qV~p) )]
(1), *1.01 F(p—-~q)—(q—~p)

To je z nasich vychozich krok® nejsnaze dokazatelna podoba principu
transpozice, tj. otoCeni implikace pfi zaméné negaci u jejich ¢lend; zbyva-
jici tfi podoby uvedeme pozdéji.

*2.04 F(p>(@->n)—> (- (p-n)

Dukaz:
*1.5[p=~p,q==~q] F(~pV(~qVN))->(~qV(~pVD) (1)
(1), *1.01 Fp=>(@->nN)->@->(P-n)

Elementarni vyrokova funkce tvrzena v *2.04 je tedy zkratkou instance ele-
mentarni vyrokové funkce tvrzené v *1.5. Jeji dalsi pouziti bude predevsim
takové, ze s pomoci jejich instanci budeme prohazovat predni ¢leny ve vno-
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fenych implikacich. Vnofeni ovsem musi byt na mist¢ zadniho ¢lenu vnéjsi
implikace, nikoli na misté jejiho predniho ¢lenu.

*2.05 F@@-nN->{(p>a->(pP->n)

Diikaz:
*1.6 [p = ~p] F@=>r->((~pVva) —(~pVn) (1)
(1), *1.01 F@->nN->Wp->q)~>(P-nr)

To je prvni podoba principu sylogismu, tj. prechodu ze dvou navazujicich
implikaci k implikaci mezi prvnim a tfetim ¢lenem. Tento princip budeme
dale ¢asto pouzivat.

Nasledujici tvrzeni, které je dalsi podobou principu sylogismu, ma du-
kaz slozitéjsi, navazuje na uz drive provedené kroky a budeme v ném po-
stupovat podle pravidla inference:

*9.06 Fp=q) = ({(g-n—-(p-n)

Diikaz:
*2.04 [p:==q-or,q=p-oq,ri=p-r]
F@=>nN~=>((P>a)~>(P->n)

I (CEXIRI(CEIEICEI)))) (1)
*9.05 F@->nN->(>p-9->@FE-n) 2
1), (2), "1.11 HCEL ) EI(CEHEICEL))

Tretim fadkem v tomto zapise ditkazu rozumime to, ze k tvrzeni prechazi-
me podle pravidla inference, tvrzeného v *1.11, a jako pfedpoklady infe-
rence pouzivame fadky (1) a (2).

Budeme-li si sami rozmyslet z vychozich myslenek, ze jakékoli hodnoty
vyrokovych funkeci tvrzenych v *2.05 a *2.06 jsou pravdivé, bude to uz tva-
ha pomérné komplikovana s ohledem na tfi proménné a mnohonasobné
pouziti definice implikace. Pokud ale v rozmysleni vyjdeme z néjakych uz
dosazenych myslenek, napft. ze implikace je pfenasenim pravdivosti, stane
se pravdivost jejich hodnot snadno pochopitelna. Ve vlastnim rozmysleni
si tak s rostouct slozitosti tvrzenych elementarnich vyrokovych funkci nej-
spiSe vytvotime pomocné myslenky a postupy, které budou bud podobné
piedvadénému postupu diitkazii, nebo budou jeho alternativou (napf. ,ta-
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bulkovou metodu®). Na§ diikaz predvadeél tuto tvahu: pomoci *2.04 pre-
hazujeme pfedni ¢leny ve vnorenych implikacich, a tedy i v *2.05.

Jak bychom takovy dtikaz vymysleli? Znovu se na to podivejme dvojim
zpusobem:

a) ve sméru od vychozich krokt k dalsim: mame uz tvrzeni *2.04 a v ném
soucasné¢ dosadime q—>rzap,p—qzaqap—rzar. Tak jsme dosli k fad-
ku (1) a rozpoznali, Ze pfedni ¢len tvrzené elementarni vyrokové funkce
je elementarni vyrokovou funkci tvrzenou v *2.05; tu jsme do dikazu
pridali jako fadek (2). Podle pravidla inference pak prejdeme k zadnimu
¢lenu implikace tvrzené v fadku (1). Tak ale diikaz asi také vymysleny
nebyl, protoZe jak by nas napadlo dosazovat zrovna tyto tfi implikace?
Stejné slozitych kombinaci je pfeci prilis mnoho

b) v opa¢ném sméru: chtéli jsme dokazat elementarni vyrokovou funkci
vzniklou pfehozenim prednich dvou implikaci v *2.05 a védéli jsme, ze
takové prohazovani délame pomoci *2.04. Hledali jsme tedy vhodné do-
sazeni do *2.04, které by vedlo k piislusné inferenci

Dalsi tvrzeni je jenom pomocné a jeho diikaz je jednoduchy:
*2.07 Fp—>(pVp)

Dukaz:
*1.3 [q:=p] Fp->(pVp)

Jde o instanci elementarni vyrokové funkce tvrzené v *1.3, v niZ na misto jed-
né proménné dosadime tu druhou. Dostali jsme se tak k implikaci opacné k té,
ktera je tvrzena v *1.2; ob¢ dv¢ pouzijeme v diikazu nasledujiciho tvrzeni:

*2.08 Fp—-p

Ditkaz:
*2.05 [q:=pVp,r=p] F{(pvp)—=p) =P~ (PVP)

- ({P-p) (1)
*1.2 F(pvp)—p (2)
(1), (2), *1.11 HCEICATNEICEY) 3)
*9.07 Fp—(pVp) 4)

(3), (4-), *1.11 Fp—p
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Rozmyslet si, ze je jakdkoli hodnota tvrzené elementarni vyrokové funk-
ce pravdiva, je tentokrat snazsi, nez pochopit nebo vymyslet uvedeny dii-
kaz. To bude jest¢ vyraznéjsi u dalsiho tvrzeni, ted se jenom podivejme, jak
mohl byt dikaz vymysleny: chtéli jsme dokdzat implikaci p — p; vypada
to, Ze z dosavadnich tvrzeni bychom k ni mohli inferenci pfejit pfimo z in-
stanci *2.02, *2.04 a obou podob principu sylogismu, tj. z *2.05 a *2.06,
a nepfimo, s pouzitim definice implikace, z instanci *1.3, *1.4, *1.5 a *1.6.
Promyslime pfimé cesty, ty nepiimé pfes né stejné vedou. Kdybychom do-
sadili do *2.02 p za g, dostali bychom p = (p = p), z ¢ehoz bychom ale
k nasi implikaci pfesli inferenci jen z tvrzeni elementarni vyrokové funkce
p, které nemame a ani jej nechceme, protoze by to znamenalo, Ze bychom
tvrdili viibec jakoukoli elementarni vyrokovou funkci, vSechny jsou totiz
jeho instancemi. Do *2.04 bychom mohli dosadit p za r a dostat (p = (q
- p)) = (q = (p = p)), kde pfedni ¢len implikace je tvrzeny v *2.02 (jen
proménné jsou prohozené), a piesli bychom inferenci ke g = (p = p). Za q
bychom potom uz dosadili jakoukoli elementarni vyrokovou funkci, jejiz
tvrzeni uzZ mame, a inferenci bychom dtikaz dokonc¢ili. V uvedeném dika-
zu ale bylo pouzito tvrzeni *2.05: dosadili jsme p za r a dostali (q— p) = ((p
- q) = (p = p)), zbyvalo najit vhodné dosazeni za q, k némuz bychom nasli
tvrzeni jak pfislusné instance q = p, tak i p = q. Pro prvni z nich se nabizi
*1.2, pro druhou jsme si piipravili *2.07. Podobné bychom mohli pouzit
1*2.06 a potom *1.2 a *2.07 pouzit v opaéném poradi.

*2.1 F~pVp
Diikaz:
*2.08, *1.01 F~pVp

Dukazem je tu rozepsani zkratky v *2.08. Pfi rozmysleni pravdivosti ja-
kychkoli hodnot pfedchazejicich tvrzeni, véetné téch z vychozich kroki,
jsme vychazeli z myslenky, ze vyroky jsou pravdivé nebo nepravdivé, a tady
ze pro urcitou hodnotu proménné p je pravdiva aspon jedna z hodnot ele-
mentarnich vyrokovych funkci p a ~p, jsou-li to vyroky. Proto bychom
mohli mit dojem, Ze tvrzeni *2.1 by mélo byt vychozim krokem. Podle §53
jsou ale vychozi kroky vybirany podle toho, jak se nam z nich dafi dojit
k ostatnim; a k *2.1 se ndm dojit podatilo, coz stadi.

*2.1 je prvni podobou zakona vylouc¢eného tretiho. Jeho druha podoba
spociva v otoceni ¢lent disjunkce:
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*2.11 FpV~p

Diikaz:

“14[p=~p,q:=p] F(~pVp)—>(pPV~p) (1)
*2.1 F~pVp (2)
(1), (2), *1.11 FpV~p

Dtikazy nasledujicich dvou tvrzeni, ktera budou dvéma podobami prin-
. iy . , P T VR
cipu dvojité negace, jsou ve sledovaném postupu rtzné slozité, piestoze

samotné vyrokové funkce jsou slozité stejné:

*2.12 Fp—~~p

Dikaz:
*2.11 [p = ~p] F~pV~~p (1)
(1), *1.01 Fp—~~p

K prvni podobé tohoto principu jsme tedy dosli jen jako ke zkratce z in-
stance elementarni vyrokové funkce tvrzené v *2.11. Druhd podoba ma
dtikaz rozdéleny na dvé ¢asti, protoze jedno v ném pouzité tvrzeni zaslouzi
samostatnou pozornost. Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni:

*92.13 FPpV~~~p

Diikaz:

1.6 [q:=~p, 1= ~~~p] F(~p = ~~~p) > ((pV~p) =
(pV~~~p)) 1)

*2.12 [p = ~p] b ~p = ~~~p (2)

(1), (2), *1.11 F(pV~p)—(pV~~~p) (3)

*2.11 FpV~p (4)

(3), (4), *1.11 FpV~~~p

Pti rozmysleni o pravdivosti této elementarni vyrokové funkce nas asi na-
padne, ze negace méni pravdivost na nepravdivost a naopak, a proto jejich
lichy pocet je stejny, jako by byla jedna, a pak s touto myslenkou pouzi-
jeme zakon vylouceného tfetiho. To je ale Gvaha, kterd je tu z velké casti
nadbytecna. Dtikaz ukazuje jednodussi postup: staci, spojime-li disjunkci
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z *2.11 s vhodnou instanci implikace z *2.12; takové spojovani délame po-
moci *1.6 a zbyva jen najit jeho vhodnou instanci.
Dtikaz druhé podoby principu dvojité negace je pak tento:

*2.14 F~~p—p

Diikaz:

*1.4 [q = ~~~p] F(p V~~~p) = (~~~p Vp) 1)
*2.13 FpV~~~p (2)
(1), (2), *1.11 F~~~pVp (3)
(3), *1.01 F~~p—p

V tomto ditkazu uz jenom otocime ¢leny v disjunkci a vysledek zapiseme
zkratkou.
Dale ukazeme tvrzeni

*9.9 Fp—~(pVQ)
Diikaz:
*1.3[p:=q,q:=p] Fp->(qVvp) (1)
*1.4[p=0,9:=p] F@vp) = (PVa) (2)

*2.06 [q:==qVvp,r=pvaql F(P-(QVp)

M CA I EICAT ) EICEXCAZ:)) N )
(1), (3), *1.11 F(Qvp) = (Vva) = (- (V) 4)
(2), (4), *1.11 Fp—>(pVvVQ)

Na *2.2 je na prvni pohled asi vidét, ze jde o obdobu *1.3, jen promén-
né jsou opacné a poradi ¢lent v disjunkci je otocené. Mohli bychom mit
dojem, ze k diikazu tedy sta¢i jenom vychozi tvrzeni *1.3 a *1.4, pomoci
nc¢hoz otacime cleny v disjunkci. To bychom ale piehlédli, ze ke spojeni
téchto dvou tvrzeni potfebujeme jesté princip sylogismu, tj. napf. *2.06,
a tedy jeho prosttednictvim dalsi vychozi krok, a to *1.6.

Takovyto diikaz budeme zkracené zapisovat

*1.3[p=q,9:=p] Fp—(qVp) (1)
*1.4[p=gq,q:=p] F(@vp) = (pVva) (2)
(1), (2), *2.06 Fp—(pVq)



2. kapitola 41

Poslednimu fadku zapisu tu rozumime jako zkratce za vhodné dosazeni
do *2.06 a dv¢ inference vyuzivajici postupné vysledek dosazenia (1) a (2)
jako pfedpoklady. Pomoci zkracenych zapisti budeme udrzovat dikazy
prehledné.

*2.21 F~p—->(p—Qq)

Ditkaz:
*2.2 [p=~p] F~p—(~pVQ) 1
(1), *1.01 F~p—(p—0)

Prechod k tomu tvrzeni je jednoduchy, jde jen o zkracenou instanci *2.2.
Je to tradi¢ni schéma argumentu ,.ex falso sequitur quodlibet”, pomoci néhoz
z tvrzeni negace néjaké elementarni vyrokové funkce prejdeme inferenci
k tvrzeni, zZe tato vyrokova funkce implikuje cokoliv. Kdyby tedy nase vy-
chozi kroky vedly ke sporu, tj. k tvrzeni jakékoli elementarni vyrokové funk-
ce i jeji negace, pomoci *2.21 bychom pak mohli pfejit k tvrzeni ¢ehokoli.

Dalsi tti tvrzeni jsou riznymi podobami principu, podle néhoz na pora-
di ¢lenti a na zavorkach ve vnorenych disjunkcich nezalezi:

*2.3 Fpv(Qvm)—>(pVv(rvag))
Dikaz:
*1.4[p=q,q:=r] F@QVvn-(rva) (1)
*1.6[q==qVrr=rvq] F((Qvr) - (rvq)
- ((pv@Vvn)—>(pVv(rva))) 2
(1), (2), “1.11 Fpv(@QVvn)->(pVv(rva)

Tady potiebujeme jen otocit poradi ¢lend disjunkce a samozfejmé k tomu
pouzijeme *1.4. Nemuselo by ndm ale byt na prvni pohled patrné, jak udé-
lat tento pfechod ve vnofeném clenu dalsi disjunkce, coz délame pomoci
vhodného dosazeni do *1.6.

*2.31 F(pv@vn)—->((pvaVvr)

Diikaz:
*2.3 F(V@VN)->(V(rva) 1
*1.5[q:=r,r:=q] F(pv(rvag)->(Vv(pva) (2)
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(1), (2), *2.05 F(pVv(qvn) - (rv(pvaq)) (3)
*14[p:=r,q=pvgl FEVEVY)->({(PVaVD (4)
(3), (4), *2.05 FV@QVN)=>((pvaVvn)

Postupné jsme tu upravovali elementarni vyrokovou funkci, a tyto tipravy
byly zietézené do implikaci. Takovyto diikaz, sim uz zkraceny, budeme
dale zkracovat takto:

*9.3 F(pVv(qvr)-=(pVv(rvq)) (1)
*1.5[q:=r,r:=q] F.o>(rV(pVQ) (2)
*14[p=rq:=pVvqg] F.—>((pVvagVr)

Trem teckam rozumime v tomto zapise jako zkratce za zapsani tvrzeni uve-
deného zapisem vlevo od znaku F, vhodné dosazeni do *2.05 nebo *2.06
a dvé inference, resp. za zapsani ptislusného radku a prechod pomoci uz
zkraceného zdpisu s principem sylogismu.

*2.32 F((pvavn->(pVv(qVvn)

Dikaz:

*14[p=pvaqq:=r] F((vaVvn->(Vv(pVva) 1)
*1.5[p:=r,q=p,r=q] F.=>(pV(rva) )
*2.3[q=r,r:=q] F.o>(pVv(qVr))

Jak bychom dtikazy *2.31 a *2.32 vymysleli? K pouziti se nabizeji piede-
v§im *1.4 a *1.5, s jejichz pomoci otacime poradi ¢lent v disjunkcich a pro-
hazujeme je ve vnofenych disjunkcich. Pokusime se tedy nejprve pouzit je
a pak uvidime, co nam chybi. Chceme-li dojit v diikaze *2.31 k (pvq) Vv,
dostali bychom se k nému pomoci vhodné instance *1.4 z rv (pVvq),
a k tomu bychom se dostali pomoci vhodné instance *1.5 z pV (rv q);
k tomu bychom se dostali z predniho ¢lenu dokazované implikace pomoci
*2.3. Proto také asi *2.31 na *2.3 v tomto postupu pfimo navazuje. DU-
kaz *2.32 vede prosté opa¢nym smérem, ale mohli bychom uvazovat i tak-
to: kdybychom se k pV (qVr) chtéli dostat pomoci vhodné instance *1.5
z qV(pVr), ak ni pomoci vhodné instance *1.4 z (pVr) Vv q, potiebovali
bychom na zadatek dikazu tvrzeni, pomoci né¢hoz bychom v (pvq)Vvr
prohodili q a r; takové ale zatim nemame. Kdybychom ale jako posledni
upravu pouzili prohozeni ¢lent vnofené disjunkce z *2.3, stacilo by nam
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dostat se uvedenym postupem k pv (rvq) z (pvq) Vr, a to je piedni ¢len

dokazované implikace.

Nasledujici tvrzeni je obdobou *1.6, jen s opa¢nym poradim promén-

nych v disjunkcich:

*9.38 F@@-n->qvp)—~(rvp)

Diikaz:

*2.06 [p:=qVp,q:=pVqr:=pVr]

“1.4[p:=q,q:=p]
(1), (2), *1.11

F(@vp) - (pVva)
S>{((pva) > (pVvn)—>((qVvp)=>(pVvD))
F@vp)—»(pVva)
F((pva)—>(pVvn)—->((qVvp)—>(pVvr)

*2.05 [p=qVp,q=pVrr=rvp]

*1.4 [q:=r]
(4), (5), *1.11
(3), (6), *2.06
*1.6

(7), (8), *2.05

F((pvn->(rvp)
->{(@@vp)=>(VvN)->(qvp)—(rvp)))
F(pvr-(rvp)
F(@vp)=>(pVvnN)->{qVvp) - (rVvp)
F((pva)->(pVvnN)->Wavp)—(rvp)
F@@->nN->{pVva->(pVvn)
F@-n-(qvp)—~>(rvp))

(1)
(2)
®)

(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

V diikazu dvojim pouzitim *1.4 oto¢ime ¢leny disjunkci do fadku (7) a z vy-

sledku a *1.6 pfejdeme pomoci principu sylogismu k dokazované impli-

kaci. Princip sylogismu, tj. *2.05 a *2.06, ma v tomto dikazu dvoji odli§né

pouziti: jednou s jeho pomoci upravujeme za urcité podminky jeden ¢len
implikace, at uz jde o disjunkci implikujici (1), nebo implikovanou (4),
a podruhé s jeho pomoci prechazime v navazujicich implikacich.

Toto tvrzeni pak vyuzijeme v dukazu

*92.53 F(pvag) > (~p—0q)

Dikaz:
*9.12

*2.38 [p=¢q,q:=p, r:=~~p]

(1), (2), *1.11
(3), *1.01

Fp—~~p

F(pva) - (~~pVvaQ)
F(pv->(~p—-q)

F(p—->~~p) > ((pVQq) > (~~pVQ))

(1)
@)
®)
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Mohli bychom mit dojem, ze toto tvrzeni je jen piimym disledkem defini-
ce implikace, ale neni to tak. K jeho diikazu potiebujeme *2.12 a pak pravé
vhodné zvolenou instanci *2.38.

Z tvrzeni elementdrnich vyrokovych funkci slozenych z negace, disjunk-
ce a implikace uvedeme jesté zbyvajici podoby principu transpozice

*2.15 F(~p—=q) - (~q—p)
*2.16 F(p—=9q) = (~q—>~p)
*2.17 F(~g—>~p)—>(p—q)

ale pro stru¢nost uz bez dukaza.
Podivejme se jesté na nékolik dtikazii, v nichz pouzivame konjunkci:

*3.1 F(pAQ) — ~(~pV~q)
Diukaz:
*2.08 [p:=~(~pV ~q)] F~(~pV~q) = ~(~pV~q) (1)
(1), *3.01 F(pAQ) > ~(~pV~q)

Takovyto dtikaz budeme zkracené zapisovat
*2.08 [p=~(~pV~q)],*3.01 +(pAQ)~~(~pV~0)

a tomuto fadku rozumime jako zkratce za prislusné dosazeni a nahradu
jednoho nebo vice vyskyt konjunkce jejim rozepsanim, nebo naopak jeji-
ho rozepsani zkratkou.

Mohli bychom mit opét dojem, Ze tvrzeni *3.1 je pfimym dusledkem
definice konjunkce, ale bez *2.08, nebo né¢eho podobného, bychom se
k implikaci nedostali.

*3.11 F~(~pV~q)=>(pAQ)

Dikaz:
*2.08 [p = ~(~pV ~q)], *3.01 F~(~pV~q)=>(pAQ)

Jde o opa¢nou implikaci k *3.1 a diikaz je podobny. Stejné by se daly doka-
zat vSechny ostatni implikace mezi definujicimi a definovanymi elementar-
nimi vyrokovymi funkcemi z nasich dosavadnich definic, tj. z §42.
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Nasledujici tvrzeni je pomocné pro diikaz tvrzeni *3.2:

*3.12 F~pV(~qV(pAQ))

Diikaz:
*2.11 [p:=~pV ~q], *3.01 F(~pV~qV(pAQ) (1)
*2.32[p=~p,qi=~qr:=pAq] F((~pV~q)V(pPAQ))

= (~pV (~qV (pAQ))) 2
(1), (2), *1.11 F~pV(~qV(pAQ))

Pro vymysleni tohoto dtikazu by asi bylo dulezité rozpoznat, ze jde o instan-
ci elementarni vyrokové funkce tvrzené v *2.11 s presunutymi zavorkami.

K dal$im dvéma tvrzenim dojdeme z *3.1 a *3.11 pomoci principu trans-
pozice:

*3.13 F~(pAQ) - (~pV~0q)

Diikaz:
*3.11 F~(~pV~q)—=>(pAQ) (1)
*215[p=~pV~q,q:=pAq] F(~(~pV~q) - (pPAQ)

= (~(pAQ) = (~pV~Q) (2
(1), (2),*1.11 F~(pAQ)— (~pV~Qq)

Takovyto diikaz budeme zkracené zapisovat

*3.11 F~(~pV~q) = (pAQ) (1)
(1), *2.15 F~(pAQ)—(~pV~q)

kde druhy radek je zkratkou za vhodné dosazeni do *2.15 a inferenci vy-
uzivajici vysledek tohoto dosazeni a (1) jako piedpoklady.

*3.14 F(~pv~q)—>~(pAQ)

Dukaz:
*3 1 F(PAQ) = ~(~pV~Qq) 1)
(1), *2.03 F(~pV~q)=>~(pAQ)



46 Holecek

Nasledujici tvrzeni je uz jen vysledkem zkriceni *3.12:

*3.9 Fp-> (- (pAQ))
Dukaz:
*3.12, *1.01 Fp—>(@—->(PAQ)

pricemz zopakujme, Ze takto zapsany diikaz je zkrdcenim zminénych dvou
krokt: tvrzeni *3.12 a jeho tpravy podle definice *1.01.

Ukazeme nékolik tvrzeni s konjunkci, ktera jsou obdobami tvrzeni s dis-
junkci, kterd uz mame:

*3.22 F(pAQ)—=(qAPp)

Dikaz:

*3.13 [p==q,q=p] F~(QAPp) = (~qV~p) 1)
*1.4 [p=~q,q:=~p] F..> (~pV~q) 2
*3.14 F..o~(pAQ) (3)
(8), *2.17 F(pAQ)—= (qAP)

Dtikaz je tu vedeny postupnymi tipravami od negace zadniho ¢lenu k negaci
predniho ¢lenu a zavére¢nou transpozici. Mohli bychom to zkusit rovnou od
predniho ¢lenu, tj. od p A g, a prvni krok bychom mohli udélat k ~(~p v ~q)
podle *3.1, ale pak bychom stejné potfebovali transpozici, abychom se zba-
vili negace pro pouziti *1.4. Alternativné bychom mohli dokazovat takto:

*1.4 [p=~q,q:=~p] F(~qV~p)— (~pV~q) (1)
(1), *2.16 F~(~pV~q) = ~(~qV ~p) 2
(3), *3.01 F(pAg)—=(aAp)

Dalsi tvrzeni je

*3.24 F~(pA~p)

Dikaz:
*2.11 [p := ~p] F~pV~~p (1)
*3.14 [q := ~p] F(~pV~~p) = ~(pA~p) (2)

(1), (2), *1.11 F~(pA~p)
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coz je tzv. zakon sporu. Dtikaz tohoto tvrzeni ocekavatelné vychazi ze za-
kona vylouceného tfetiho; ukazuje prechod od jednoho ke druhému, coz
ale neznamena, Ze by jeden z nich byl podstatné ptivodnéjsi.

Nasledujici tvrzeni jsou pouzitelnéjsimi podobami *2.02:

*3.26 F(pAQ)—p

Ditkaz:

*9.02 [p = q, q = p], *1.01 F~pV(~qVDp) (1)
*231 [p==~p,q:=~q,r:=p] F(~pV(~qvp)->((~pVv~q)Vp) (2)
(1), (2), *1.11 F(~pV~q)Vp (3)
*2.53 [p==~pV ~q,q:=p] F((~pV~q)Vp)—=(~(~pV~q)—p) (4)
(3), (4), *1.11 F~(~pV~q)—p ()
(5), *3.01 F(pAG) —~p

*3.27 F(pAQ)—q

Dikaz:

*3.99 F(PAQ) = (qAP) (1)
*3.26 [p:=q,q:=p] F..—q

V diikazu *3.26 jde kromé vyuziti *2.02 jen o pfesuny zavorek a pfechody
podle definic implikace a konjunkce. Druhy dtikaz je jen spojenim tvrzeni
instance pfedchozi vyrokové funkce a *1.4.

O trochu komplikovanéjsi dtikazy jsou

*3.3 F((pA)—=>1N—=>(p—~>(@Q—-1)

Diikaz:

*2.08 [p:==(pAq)—r], *3.01 F((pAQ)=n->(~(~pv~q)—>1 (1)

*2.15 [p:==~pV ~q,q:=r] Fo.o (~r> (~pV~Qq)) 2

*2.08 [pi=~r— (~pV~q)], *1.01 F..> (~r->(p-~Qq)) (3)

*2.04 [p:=~r,q:=p,r:=~q] Fo.o (p— (~r>~q)) 4)

*217 [p=r] F(~r>~q) > (q-r) 5)
[

*2.05[q=~r>~qr==q-r] F((~r>~q)—>(q-r1)

= ((p=>(~r=>~q)~>(pP~->(@-n) (6)
(5), (6), *1.11 Fp=(~r=~q)=>(p->@-nr) (7)
4), (7), *2.06 F((pAQ) == (pP-=>(q—r)
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*3.31 Fip->(@-n)—->((pAg) —T1)

Dikaz:

*2.08 [p:=p—(q-n)], *1.01 Fp=>(q-n)->(~pVv(~qvn) (1)
*2.31 [p:=~p, q = ~q] F.o((~pV~q) VD) (2)
*2.53 [p=~pV~q,q:=r] Fo.o (~(~pV~q) =) (3)
*2.08 [p:=~(~pV~q) —>r],*3.01 r.->({(pAQ)—T)

Bez dukazt uvedeme nékolik dalsich tvrzeni:

*3.33 F((p=>qA@—=>r)—>(p—r
*3.34 F{@@-=>nDA(p->a)->(p-rn)
*3.35 F(PA(P—q) —q

*3.43 F((P>A(P-n)->(P-(QAD)
*3.45 F(p=q) = ((pAr)=>(qAT))
*3.47 F((P=DA@=9))=>((pPAQ) = (rAs))
*4.1 F(p—-q) < (~q-~p)

*4.11 F(peq) e (~pe~q)

*4.13 Fpe ~~p

*4.9 Fpop

*4.91 Fpeg) e (qep)

*4,29 F((peapA@en)-(pern)
*4,94 Fpe (PAD)

*4,95 Fpe (pVp)

*4.3 F(pAQ) e (QAPp)

*4.31 F(pva) < (qVp)

*4,39 FAPAQ AT & (PA(GAT))
*4.33 F((pvgVvne (pv(qvr)

*4.4 FpAa@Vvn)e((pAgV(pAD)
*4.41 Fv@Aan)e(pvaalpvn)

... atd.
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§55

Podivejme se, jak by dtikazy vypadaly, kdybychom pravidla *1.7, *1.71

a *1.72 nepouzivali tise. Ukazeme to na prvnim z nich:

*2.01 F(p—~p)—>~p

Dikaz:
*1.2

*1.7

(2), *1.72
(3), *1.7

(2), (4), *1.72
(5), *1.01

(6), (1) [p=~p]
(7), *1.01

F(PVP)—p (1)
Vyraz ~p je elementdrni vyrokova funkce (2)
Vyraz ~p V ~p je elementarni vyrokova funkce (3)
Vyraz ~(~pV ~p) je elementarni vyrokova

funkce (4)
Vyraz ~(~pV ~p) V ~p je elementarni vyrokova
funkce ©®)
Vyraz (~p V ~p) = ~p je elementarni vyrokova
funkce (6)
F(~pV~p) = ~p (7

F(p—~p)—~p

Rédkiim (2) az (6) rozumime takto: z vychozich krokii dochdzime k tvrze-

nim vyrokt o vyrazech; nejprve tvrdime, Ze vyraz ~p je elementarni vyro-

kova funkce, coz je jenom jinak fe¢eno tvrzeni *1.7, potom podle *1.72 tvr-

dime, zZe ze dvou takovychto vyrazt slozime pomoci disjunkce elementarni

vyrokovou funkci, v niz budou oba vyskyty proménné identifikované, atd.

Tento zapis diikazu ukazuje navic oproti zkracené verzi, ze vyraz, ktery

tvrdime v fadku (7), je také elementarni vyrokova funkce. To je ve zkra-

cené verzi zahrnuté v kroku, kdy k jeho tvrzeni pfechazime jako k tvrzeni

instance uz dfive tvrzené elementarni vyrokové funkce.

§56

Prechdzime i k tvrzenim vyrokti nezapsanych umélymi vyrazy. Ve sledova-

ném postupu najdeme jeden takovy:

6 Takovyto dikaz ale v PM uvedeny neni.
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*3.03 Konjunkce dvou elementarnich vyrokovych funkci obsahuji-

cich tytéz proménné, jejichz (téch funkcf) jakékoli hodnoty jsou

pravdivé, je elementarni vyrokova funkce obsahujici tytéz pro-

ménné na pivodnich mistech v obou skladanych ¢lenech, jejiz

jakakoli hodnota je pravdiva

Dikaz:

*1.7

*1.7

(1), (2), *1.72

(3), 1.7

(2), (4), *1.72

(1), (5), *1.72

(6), *1.01, *3.01

*3.2

Negace té prvni je elementarni vyrokova funkce (1)
Negace té druhé je elementarni vyrokova funkce (2)
Disjunkce jejich negaci je elementarni vyrokova
funkce obsahujici tytéz proménné na ptivodnich
mistech v obou skladanych ¢lenech (3)
Jeji negace je elementarni vyrokova funkce 4)
Disjunkce negace té druhé a v pfedchozim radku
uvedené negace je elementarni vyrokova funkce
obsahujici tytéZz proménné na ptavodnich mistech

v obou skladanych ¢lenech %)
Disjunkce negace té prvni a v pfedchozim fadku
uvedené disjunkce je elementarni vyrokova funkce
obsahujici tytéZ proménné na ptivodnich mistech

v obou skladanych ¢lenech (6)
Implikace té prvni a implikace té druhé a jejich
konjunkce je elementarni vyrokova funkce

obsahujici tytéZ proménné na ptivodnich mistech

v uvedenych skladanych ¢lenech (7
Fp—>(@—(pAQ) 8)

(7), (8) [p := tu prvni, q == tu druhou]

(9), *1.11

Implikace té prvni a implikace té druhé a jejich
konjunkce je elementdrni vyrokova funkce

obsahujici tytéZ proménné na ptvodnich mistech

v uvedenych skladanych ¢lenech, jejiz jakdkoli
hodnota je pravdiva 9)
Implikace té druhé a jejich konjunkce je

elementarni vyrokova funkce obsahujici tytéz
proménné na puvodnich mistech v uvedenych
skladanych ¢lenech, jejiz jakakoli hodnota je
pravdiva (10)
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10), *1.11 ¢jich konjunkce je elementarni vyrokova
) J J vy
funkce obsahujici tytéz proménné na ptvodnich
mistech v obou skladanych ¢lenech, jejiz jakakoli
hodnota je pravdiva

Jak vidime, dtikaz vychdzi z pravidel *1.7, *1.72, *3.2 a z pravidla inference
a definic implikace a konjunkce. Ukazuje, ze z *3.2 prechazime k tvrzeni
o pravdivosti hodnot elementarni vyrokové funkce, v niz jsou identifikované
proménné a z niz uz dvéma inferencemi piejdeme k dokazovanému tvrzeni.

Kdybychom pouzivali *1.7, *1.71 a *1.72 tiSe, a proménné pti dosa-
zovani tedy identifikovali také tiSe, pravidlo *3.03 by toho moc nefikalo.
Pfechod z jakékoli instance *3.2 dvéma inferencemi ke konjunkci bychom
délali v diikazech i bez néj.

§57
esté si uvédomme, Ze prikladem elementirniho vyroku je i vyraz
P vy jeivy
Je dobfe, ze Petr jde do skoly

rozumime-li mu tak, Ze neobsahuje zadné proménné a je pravdivy nebo
nepravdivy, a pfikladem elementarni vyrokové funkce je potom i

Je dobfte, ze p
Tuto vyrokovou funkci také skladame do slozitéjsich, spolu s negaci a dis-
junkci. Napf. tedy slozime

~Je dobfte, ze p
Je dobfe, ze ~p
Je dobfe, ze (p V Petr nese knihu Michalovi)
Je dobre, ze p vV ~Je dobfe, ze p

Na rozdil od elementarnich vyrokovych funkci negace a disjunkce, pravdi-
vost jejichz hodnot zavisi podle nasich vychozich mys$lenck jednoduse na
pravdivosti hodnot jejich proménnych, nechavame ve sledovaném postupu
vztah pravdivosti hodnot téchto a podobnych elementarnich vyrokovych
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funkci (¥ika se jim ,intenziondlni®) a pravdivosti hodnot jejich promén-
nych nerozhodnuty. Nemame tu jejich vychozi myslenky a nedélame s nimi
zadné vychozi kroky, jinymi slovy: nehraji tu zadnou roli.

Presto je napf. ¢tvrta z nich instanci elementarni vyrokové funkce

pv~p

a jakakoli jeji hodnota je tedy tvrzena v *2.11. Dale je tim tedy tvrzena
i jakakoli jeji instance, napf.

Je dobre, ze (p v Petr nese knihu Michalovi) vV ~Je dobfe,
ze (p vV Petr nese knihu Michalovi)

.. atd.

§58

Pokracovat budeme analyzou, v niz hraji roli i nékteré vyroky a vyrokové
funkce, které nejsou elementarni, a nékteré vyrokové funkce nékterych vy-
rokovych funkei.

Zopakujme vychozi myslenky, jak byly uvedeny v § 25:

a) rozsifeni vSech dosavadnich vychozich myslenck i na neelementarni vy-
roky a vyrokové funkce: vyrokem tedy rozumime i vyraz, ktery obsahuje
vazané proménné, je-li pravdivy nebo nepravdivy. Ostatni vychozi my-
Slenky, tj. myslenky vyrokové funkce, tvrzeni vyroku, tvrzeni vyrokové
funkce, negace a disjunkce, rozsitfime tak, aby se tykaly i takovychto vy-
rokd. Proménné vyrokové funkce budeme zapisovat feckymi pismeny ¢,
s, x 2 budeme-li chtit zapsat, jaké proménné vyrokova funkce obsahuje,
a neptjde-li vyslovné o proménné vyroky nebo také o proménné vyroko-
vé funkce, zapiSeme je pismeny x, y, z, w

b) myslenka obecného kvantifikatoru: obecnym kvantifikitorem rozumi-
me takovou vyrokovou funkci obsahujici jednu proménnou, (1) jejiz
hodnota je pravdiva, kdyz jeji proménné udélime jako hodnotu takovou
vyrokovou funkci obsahujici jednu proménnou, jejiz vSechny hodno-
ty jsou pravdivé, a (2) jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz jeji proménné
udélime jako hodnotu takovou vyrokovou funkci obsahujici jednu pro-
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ménnou, kterd ma néjakou nepravdivou hodnotu. Obecny kvantifikator
vyrokové funkce ¢ budeme zapisovat Vx ¢x, kde x je proménna ve vyro-
kové funkci ¢ vazané kvantifikatorem

c) myslenka individua: individuem rozumime takovy vyraz, ktery sim neni
ani vyrokem, ani vyrokovou funkci

§59
Vratime-li se k pfikladiim elementarnich vyroki z § 37, budeme vyrazim

Petr jde do skoly
Petr nese knihu Michalovi
Petr jde do skoly v Petr nese knihu Michalovi
~ Petr jde do skoly

rozumét napi. tak, ze neobsahuji zadné volné, ani vazané proménné, ale
obsahuji individua ,,Petr” a ,,Michal“. Jako elementarni vyroky jsou potom
hodnotami elementarnich vyrokovych funkci

x jde do skoly
x nese knihu y
x jde do $koly V x nese knihu y
~ x jde do skoly

v nichZ proménné x udélime hodnotu ,,Petr* a proménné y hodnotu ,,Mi-
chal®.

Druhy a tfeti z uvedenych elementarnich vyrokii jsou potom také hod-
notami elementarnich vyrokovych funkci obsahujicich jednu proménnou
a jedno konstantni individuum

x nese knihu Michalovi
x jde do $koly Vv x nese knihu Michalovi

nebo

Petr nese knihu y
Petr jde do skoly v Petr nese knihu y
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Ptikladem neelementarnich vyrokd jsou vyrazy

vx x jde do skoly
Vvx x nese knihu Michalovi

z nichz ten prvni je hodnotou obecného kvantifikatoru, v némz promén-
né udélime jako hodnotu elementarni vyrokovou funkci ,x jde do $koly“,
a je pravdivy, jsou-li vSechny hodnoty této vyrokové funkce pravdivé, a je
nepravdivy, je-li néjaka jeji hodnota nepravdiva. Druhy z téchto vyrazi je
hodnotou obecného kvantifikatoru, v némz proménné udélime jako hod-
notu elementarni vyrokovou funkeci ,,x nese knihu Michalovi®, a je pravdi-
vy, jsou-li véechny hodnoty této vyrokové funkce pravdivé, a je nepravdivy,
je-li néjaka jeji hodnota nepravdiva. Tyto vyroky nejsou elementarni, pro-
toze obsahuji vazanou proménnou x.
Druhy z téchto vyrazt je potom také hodnotou vyrokové funkce

Vvx x nese knihuy

v niz proménné y udélime hodnotu ,,Michal®, protoze udélime-li proménné
v obecném kvantifikdtoru jako hodnotu vyrokovou funkci obsahujici vice
proménnych, v tomto piipadé ,x nese knihu y*, bude se obecny kvantifika-
tor vazat nejvyse k jedné z nich, v tomto piipadé k x, a stane se vyrokovou
funkci obsahujici ty zbyvajici proménné. Tato funkce neni elementérni,
protoze vyrok, jimz se stane, neni elementarni.

Véty bézné fedi ,Vsichni jdou do $koly“ a ,V8ichni jdou navstivit Michala®
se od uvedenych vyrokii opét lisi tim, Ze jejich smysl neni tak jednoduchy.

§60
Na rozdil od pfedchoziho stupné analyzy, v némz jsme pouzivali jenom
proménné elementarni vyroky, budeme ted pouzivat i proménné funkce.

Zatimco napf.

xjde do skoly
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z predchoziho prikladu je konstantni elementarni vyrokova funkce obsa-
hujici proménnou x,

X

je proménna elementarni vyrokova funkce obsahujici proménnou x. Pri-
slu$né tomu, zatimco

Petr jde do skoly
je konstantni elementarni vyrok,
@Petr
je proménny elementarni vyrok. Tento zapis se od zapisu p lisi tim, ze uka-
zuje individuum, které tento vyrok obsahuje.
Jak jsme uz vidéli, vyrazy zapsané pomoci proménnych bereme nékdy

jako vyrokové funkce téchto proménnych a nékdy jako jejich proménné
hodnoty. Napf.

pVq

bereme nékdy jako vyrokovou funkci obsahujici dvé proménné a nékdy
jako vyrok, ktery je hodnotou této funkce. Podobné budeme brat vyraz

x jde do skoly
n¢kdy jako vyrokovou funkci obsahujici proménnou x a nékdy jako jeji
proménnou hodnotu, tj. vyrok. To se ovSem vztahuje i na vyrazy zapsané

pomoci proménnych vyrokovych funkci, napt. tedy

X

budeme nékdy brat jako vyrokovou funkci obsahujici proménnou x, ale
jindy jako vyrok, ktery je jeji hodnotou.
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§61

Budeme ted predvadét i myslenky vyrokovych funkci vyrokovych funkci,
tj. vyrokovych funkci obsahujicich proménné vyrokové funkce. Obecny
kvantifikator je takovou vyrokovou funkci:

VX X

je vyrokova funkce obsahujici proménnou ¢. Tento vyraz budeme brat
i jako proménnou hodnotu této vyrokové funkce, tj. jako vyrok. Samotny

vyraz
X

budeme potom ale brat nejenom jako vyrokovou funkci obsahujici pro-
ménnou X, nebo jako vyrok, ale i jako nejjednodussi vyrokovou funkci ob-
sahujici kromé proménné x i proménnou vyrokovou funkci ¢, tedy jako
vyrokovou funkci obsahujici dvé proménné. Pfipoustime i to, ze bychom x
vzali jako hodnotu, a ¢x bychom pak brali jako vyrokovou funkci obsahu-
jici jen proménnou ¢.

§62

Vyrokové funkce negace, disjunkce a obecného kvantifikatoru budeme spo-
lu s dal$imi vyrokovymi funkcemi skladat do slozitéjsich, napt. do funkci

~VX (X
VX ~@X
~@Yy V VX X
VX (@x V Px)
VX (@xV p)
VX ~Vy xy

kde k ukazani struktury slozeni opét uzivame zavorky. Takto zapsanym
vyraziim rozumime poporadé takto: Prvni z nich je vyrokovou funkci ob-
sahujici volnou proménnou ¢, jejiz hodnota je pravdiva, udélime-li ¢ jako
hodnotu takovou vyrokovou funkci, ze vyrok vx ¢x je nepravdivy, a jejiz
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hodnota je nepravdiva, udélime-li ¢ jako hodnotu takovou vyrokovou
funkci, Ze vyrok vx ¢x je pravdivy. Druha z nich je vyrokovou funkci ob-
sahujici volnou proménnou ¢, jejiz hodnota je pravdiva, udélime-li ¢ jako
hodnotu takovou vyrokovou funkci, Ze vSechny hodnoty jeji negace jsou
pravdivé, a jejiz hodnota je nepravdiva, udélime-li ¢ jako hodnotu takovou
vyrokovou funkci, ze ne vSechny hodnoty jeji negace jsou pravdivé. Treti
z nich je vyrokovou funkci obsahujici volné proménné ¢ ay, jejiz hodnota
je pravdiva, udélime-li ¢ jako hodnotu takovou vyrokovou funkci a y tako-
vou hodnotu, Ze aspon jeden z vyrokd ~@y a Vx ¢x je pravdivy, a jejiz hod-
nota je nepravdiva, udélime-li ¢ jako hodnotu takovou vyrokovou funkci
a y takovou hodnotu, Ze oba vyroky ~@y a Vx ¢x jsou nepravdivé. Ctvrtd
z nich je vyrokovou funkci obsahujici volné proménné ¢ a , jejiz hodno-
ta je pravdiva, udélime-li ¢ a § jako hodnoty takové vyrokové funkce, ze
vSechny hodnoty jejich disjunkce jsou pravdivé, a jejiz hodnota je neprav-
diva, udélime-li ¢ a Y jako hodnoty takové vyrokové funkce, ze ne véechny
hodnoty jejich disjunkce jsou pravdivé. Patd z nich je vyrokovou funkci
obsahujici volné proménné ¢ a p, jejiz hodnota je pravdiva, udélime-li ¢
jako hodnotu takovou vyrokovou funkci a p jako hodnotu takovy vyrok, ze
vSechny hodnoty jejich disjunkce jsou pravdivé, a jejiz hodnota je nepravdi-
va, udélime-li ¢ jako hodnotu takovou vyrokovou funkci a p jako hodnotu
takovy vyrok, Ze ne viechny hodnoty jejich disjunkce jsou pravdivé. Sesta
z nich je vyrokovou funkci obsahujici volnou proménnou ¢, jejiz hodnota
je pravdiva, udélime-li ¢ jako hodnotu takovou vyrokovou funkci, ze vsech-
ny hodnoty vyrokové funkce ~Vy ¢xy (tento vyraz ted bereme jako obsa-
hujici jen x jako volnou proménnou) jsou pravdivé, tj. Ze vsechny hodnoty
vyrokové funkce Vy @xy jsou nepravdivé, tj. ze pro kazdou hodnotu pro-
ménné x je nepravdiva néjaka hodnota vyrokové funkce ¢xy, a jejiz hodnota
je nepravdiva, udélime-li ¢ jako hodnotu takovou vyrokovou funkci, Ze ne
vSechny hodnoty vyrokové funkce ~Vy @xy jsou pravdivé, tj. Ze ne vSechny
hodnoty vyrokové funkce Vy ¢xy jsou nepravdivé, tj. ze pro nékterou hod-
notu proménné x jsou pravdivé vsechny hodnoty vyrokové funkce ¢xy.
Zavorek opét miZe byt i vic, jako napf. ve vyrokovych funkcich

VX (X V Px) V ~VX (@x V ~Px)
~(VX (ex V Px) V ~Vx pX)

.. atd.
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§63
Tomu, ze je vyraz instanci vyrokové funkce, rozumime stejné jako drive.

Dosazovat ale budeme za jakékoli volné proménné. Napi. ve funkci ¥x ~@x
dosadime za proménnou ¢ vyrokovou funkeci Pxy V ¢x a dostaneme

VX ~(Pxy V @Xx)
coz zapiSeme
VX ~@X [@X = Yxy V ¢X]

Podobné, kdyz dosadime

~Qy V VX @x [@x = Yxy V ¢X]
dostaneme

~(yy V @y) V Vx (bxy V @x)
(Vsimnéme si, ze v pfedni ¢asti disjunkce obsahovala vyrokova funkce ¢

proménnou y, a proto tam je po dosazeni y i na misté prvni proménné ob-
sazené v dosazované vyrokové funkci.) Mohli jsme ovsem dosadit i

~@y V VX @X [@x = YzxX V @z]
a vysledek by byl
~(zy V @z) V VX (Yzx V @z)
Protoze v zapise neni nijak fe¢eno, zda je proménna obsazena ve vyrokové

funkci @ proménnym individuem, vyrokem nebo vyrokovou funkci, pii-
poustime i dosazeni

~QyVVx@x[y:=p]
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jimz dostaneme
~@p V VX QX
kde ¢ je vyrokova funkce vyrokt, nebo dosazeni
~Qy V VX QX [@x =X, y = X]
jimz dostaneme
~Px V VX PIx
kde y je tedy vyrokova funkce vyrokovych funkci.
Jako instance vyrokovych funkci budeme opét brat i vyroky, které jsou
jejich hodnotami.
§64

Tvrzeni vyrokové funkce je opét i tvrzenim jakékoli jeji instance.

§65

Zavedeme zkratku za vyrokovou funkci vyrokovych funkci sloZzenou z ne-
gace a obecného kvantifikatoru:

*10.017  3Ix @x je zkratka za ~Vx ~@x

Je to existencni kvantifikator. Je to tedy takova vyrokova funkce obsahujici
jednu proménnou, jejiz hodnota je pravdiva, udélime-li ¢ jako hodnotu ta-
kovou vyrokovou funkci, Ze vyrok Vx ~@x je nepravdivy, tj. néktera hodno-
ta vyrokové funkce ¢x je pravdiva, a jejiz hodnota je nepravdiva, udélime-li
¢ jako hodnotu takovou vyrokovou funkci, ze vyrok Vx ~@x je pravdivy,
tj. vSéechny hodnoty vyrokové funkce @x jsou nepravdivé.

7 Cislovani zaé¢inajici *9 a *10 se mich4, protoze v nééem vyuzivame pojeti pfedvedené
v kapitole *9 a v né¢em pojeti pfedvedené v kapitole *10.
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Zapisy pomoci této zkratky budeme opét nahrazovat ptivodnimi vyrazy
a naopak. Napft. vyrokové funkce

IX ~@x
~3X PX
~3IX ~@X
Vx3y Pxy
Vx (3y Wxy v ~3y yxy)

muzeme popotadé nahradit vyrazy

~VX ~~@X
~~VX ~@X
~~VX ~~(PX
Vx~VYy ~xy
VX (~Vy ~xy V ~~Vy ~ixy)

a naopak.

§66

Dale rozsitime definice implikace, konjunkce a ekvivalence i na neelemen-
tarni vyroky. Takto definované vyrokové funkce budeme skladat s negaci,
disjunkci a obéma kvantifikatory spolu s ostatnimi vyrokovymi funkcemi.

§67

Vychozim krokem ted bude i zavedeni zkratky za vyraz o smyslu dvou vy-

o
razu:

*9.131°  To, Ze dva vyrazy jsou stejné¢ho typu, je zkratka za to, ze jsou
oba individua, ze jsou oba elementarni vyroky obsahujici jedno
individuum, Ze jsou oba elementarni vyrokové funkce jednoho

8 Tato definice je PM uvedena trochu jinak. Zachovavame jeji ptvodni ¢islo, prestoze
ji upravujeme tak, abychom se vyhnuli diskusim s ni spojenym (viz napf. Kamareddine,
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individua, Ze jsou oba elementarni vyroky obsahujici dv¢ in-
dividua, ze jsou oba elementarni vyrokové funkce jednoho
individua obsahujici jesté jedno konstantni individuum, ze jsou
oba elementarni vyrokové funkce dvou individui... atd., tj. Ze
jsou oba elementarni vyroky nebo elementéarni vyrokové funkce
a obsahuji stejné pocty vyraza stejnych typl; a pokud to jsou
neelementarni vyroky nebo neelementarni vyrokové funkce, ze
jsou oba navic neelementarni ve stejném smyslu, tj. Ze jsou oba
vyroky obsahujici jedno vazané proménné individuum, Ze jsou
oba vyrokové funkce obsahujici jedno vazané proménné a jed-
no volné proménné individuum... atd., Ze jsou oba vyroky obsa-
hujici jednu vazanou proménnou stejného typu... atd.

24

Zavedeni této zkratky za vyrazy o slozitéjsich vyrazech uz piedpoklada
jeji pouzivani za jednodussi vyrazy (takovymto definicim obycejné fikame
»induktivni®). V kazdém jednotlivém ptipadé bychom je ale mohli po néja-
kém poctu krokt nahradit piivodnimi vyrazy bez této zkratky.

Pti pouzivani této zkratky se budeme opirat o to, ze pfi skladani vyro-
kit a vyrokovych funkci pomoci negace a disjunkce Zadné proménné ani
konstanty nepfidavame, tj. o myslenku, ktera stala za vychozimi tvrzenimi
*1.7 a *1.71 z pfedchoziho stupné analyzy. Pti kazdém sloZeni s obecnym
kvantifikatorem naopak jedna vazana proménna pfibude, a tim se slozeny
vyraz vzdali elementarnim vyrazm.

Stejného typu jsou napf. vyrazy

Petr
Michal

bereme-li je jako individua. Stejného typu jsou pak po dvojicich vyrazy

Petr jde do skoly
Michal jde do skoly
~ Petr jde do skoly
Petr nese knihu Petrovi
Petr jde do Skoly V ~ Petr jde do skoly

F, Laan, T., Nederpelt, R., ;Types in Logic and Mathematics before 1940%, The Bulletin of
Symbolic Logic, vol. 8/2, 2002, s. 214) a rozdilu mezi pojetim v kapitolach *9 a *10.
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bereme-li je jako elementarni vyroky obsahujici jedno individuum. A bere-
me-li vyrazy

x jde do skoly
~ xjde do skoly
x nese knihu x
xjde do skoly v ~ x jde do skoly

jako elementarni vyrokové funkce jednoho individua, jsou jiné¢ho, ale mezi
sebou po dvojicich zase stejného typu. Kdybychom ale tyto vyrazy brali
jako hodnoty pfislusnych elementarnich vyrokovych funkci, tj. jako ele-
mentarni vyroky, byly by stejného typu jako vyrazy z predchoziho vyctu.
Podobné je to s elementarnimi vyroky

Petr nese knihu Michalovi
~ Petr nese knihu Michalovi
Petr jde do §koly v Michal jde do skoly

a elementarnimi vyrokovymi funkcemi jednoho individua, jichz jsou to
hodnoty, tj.

x nese knihu Michalovi
Petr nese knihuy
~ Petr nese knihuy
~ x nese knihu Michalovi
Petr jde do skoly vy jde do skoly
x jde do skoly v Michal jde do skoly

a elementarnimi vyrokovymi funkcemi dvou individui, jichZ jsou to hod-
noty, tj.

x nese knihuy
~ xnese knihuy

x jde do skoly vy jde do skoly

...atd.
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Jako piiklady neelementarnich vyrokd stejného typu vezméme

vx x jde do skoly
~Vx x jde do skoly
Vx (x jde do §koly v ~ x nese knihu x)

protoze vSechny obsahuji jednu vazanou proménnou v elementarni vyro-
kové funkci jednoho individua. Stejného typu jsou dale vyrazy

Vx x nese knihu Michalovi
vy ~ Petr nese knihuy
Petr jde do skoly v Vy y jde do skoly

bereme-li je jako vyroky obsahujici jedno individuum a jednu vaznou pro-
ménnou v elementarni vyrokové funkci dvou individui (a to i v tfetim pii-
padé, kde by tou vyrokovou funkci bylo ,x jde do $koly vy jde do skoly).
Jiného, ale mezi sebou stejného typu jsou pak vyrokové funkce jednoho
individua, jichz jsou to hodnoty, tj.

Vx x nese knihu z
Vy ~ z nese knihuy
z jde do skoly v vy y jde do skoly

tyto vyrazy bychom ale mohli opét brat i jako vyroky, a pak by byly stej-
ného typu jako vyrazy z predchoziho vyctu. Jsou-li ¢ a ¢ vyrokové funkce
stejné¢ho typu, pak jsou stejného typu i vyrazy

VX (pX
~Vx Px
Vx (@x V Px)

bereme-li je jako vyroky, tj. jako hodnoty vyrokovych funkci vyrokovych
funkci; kdybychom je brali jako vyrokové funkce, byly by stejného typu
jen prvni dva z nich, protoze obsahuji jednu proménnou a ten tfeti obsa-
huje dvé proménné. Pfitom ¢ a y nemusi byt jenom elementarni vyrokové
funkce individui, jako napf.
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x jde do skoly
xjde do 8koly V ~ x nese knihu x

ale mohou to byt tieba i vyrokové funkce

VX (~xx V xPetr)
~Vx (~xxV ~xPetr)

které jsou stejného typu, jsou-li uz vyrazy ~xx v xPetr a ~xx v ~xPetr stejné-
ho typu... atd. Nebo to ani nemuseji byt vyrokové funkce individui.

.. atd.

§68

Budeme opét tvrdit vyrokové funkce vyrokd, jejichz podobu omezenou
na elementarni vyroky jsme tvrdili v *1.2 az *1.6. I v tomto stupni analyzy
to budou vychozi kroky; ted ale budeme za jejich instance brat jakékoli
i neelementdrni vyrokové funkce, jejichz hodnoty budou hodnotami téchto
vyrokovych funkci. Napf. tedy

(xV @x) = @x
je instanci vyrokové funkce tvrzené v *1.2, i kdyZ ¢ neni elementarni vyro-
kova funkce.
§69
Jako vychozi kroky pfiddme dvé nova tvrzeni vyrokovych funkei:

*10.1 F VX @X = @y
*10.12 FVYX(pV@x)— (pVVxe@x)

Snadno si mizeme rozmyslet, Ze jakékoli hodnoty téchto vyrokovych
funkci, tj. jakékoli vyroky, jimiz se tyto vyrokové funkce stanou po udéleni
hodnot proménnym ¢ ay, resp. p a @, jsou pravdivé: *10.1 je tvrzeni vyro-
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kové funkce, jejiz hodnota je pravdiva, je-li pravdivy aspon jeden z vyrokt
~Vx @x a @y, pticemz ale vyrok ¢y bud uz sam pravdivy je, nebo je tou
hodnotou vyrokové funkce ¢x, ktera je nepravdiva. Zapisu vyrokové funk-
ce tvrzené v *10.12 rozumime tak, zZe p je proménny vyrok, ale pfi pre-
chodu k jejim instancim budeme davat pozor, abychom za p nedosadili
vyrokovou funkci, ktera by obsahovala proménnou vazanou uvedenym
kvantifikatorem, vyslednd vyrokova funkce by totiz nebyla instanci tvrzené
vyrokové funkce. *10.12 je pak tvrzeni vyrokové funkce, jejiz hodnota je
pravdiva, je-li pravdivy aspon jeden z vyrokii ~Vx (pV ¢x) a p V Vx @x, pfi-
¢emz ale vyrok p vV Vx @x bud uz sam pravdivy je, nebo jsou nepravdivé oba
vyroky p a Vx ¢x, v tom pripadé ale néktera hodnota vyrokové funkce ¢x je
nepravdiva, a tedy i néktera hodnota vyrokové funkce p V @x je nepravdiva.

Tato tvrzeni budeme pouzivat pfedev$im takto: prvni z nich bude slou-
zit spolu s pravidlem inference k odstranéni kvantifikdtoru; druhé z nich
k pfechodu kvantifikatoru dovnitf disjunkce nebo implikace. Obé tvrzeni
budeme opét pouzivat jako pravidla, kdyz budeme prechazet k jejich in-
stancim, nebo jako predpoklady, kdyz z nich budeme inferenci prechazet
k zadnim ¢lentim jejich instanci.

§70

Jako vychozi krok budeme tvrdit i pravidlo inference, pochopitelné také
rozs$ifené na neelementdrni vyrokové funkce a neelementarni vyroky:

*9.12 Cokoli implikovaného pravdivym pfedpokladem je pravdivé
Tomuto pravidlu rozumime jako nepodminénému tvrzeni jakéhokoli vyro-
ku nebo vyrokové funkce, které jsou instanci zadniho ¢lenu takové tvrzené
implikace, jejiz pfedni ¢len také tvrdime. RozliSeni formulace tohoto pravi-
dla pro vyroky a vyrokové funkce uz pro stru¢nost nedélame.

§71

Pridame ale jedno dalsi vychozi tvrzeni pravidla, a to pravidla generalizace:
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*9.13 Je pravdiva hodnota obecného kvantifikatoru vyrokové funkce,
jejiz jakakoli hodnota je pravdiva

Mtuzeme si rozmyslet, ze je to pravdivy vyrok: tomu, ze je jakdkoli hod-
nota vyrokové funkce pravdiva, rozumime tak, Ze jsou pravdivé vSechny.
Pritom ale tise délame krok, jemuz bude jesté potieba vénovat pozornost,
kdyz predpokladame, ze o vSech jejich hodnotach (neboli o ,totalité” jejich
hodnot, jak budeme fikat) ma smysl mluvit; pravé toho se tyka rozliSovani
typt vyraza.

Pravidlu generalizace budeme opét rozumét jako nepodminénému a bu-
deme jej pouzivat pro prechody od tvrzeni vyrokovych funkeci k tvrzenim
jejich obecného kvantifikdtoru, tedy k pridavani obecného kvantifikatoru.

§72

Jako vychozi krok budeme tvrdit pravidlo stejnosti typu, tykajici se smyslu
vyrazi:

*9.14 Je-li vyraz obsahujici proménnou smysluplny, je smysluplny
s konstantou na jejim misté pravé tehdy, je-li tato konstanta stej-
ného typu jako tato proménna

Také o tomto pravidle si mizeme rozmyslet, Ze je to pravdivy vyrok, i kdyz
bychom mohli mit dojem, Ze je to spi$e vyhlaseni omezeni, které vyrazy
budeme brat jako smysluplné. Je-li ale vyraz obsahujici proménnou néjak
smysluplny, je potom smysluplny i s konstantou stejného typu na misté té
proménné, a vyraz, ktery by byl jinak stejny a na jejim misté by obsahoval
konstantu jiného typu, by smysluplny nebyl.

Napt. vyraz

x jde do skoly

v uvedenych piikladech je smysluplny jako vyrokova funkce obsahujici
proménné individuum. Kdyby na misté proménné obsahoval konstantu
»Petr®, kterd je stejného typu, byl by také smysluplny. Kdyby tam ale obsa-
hoval konstantu jiného typu, tieba vyrokovou funkci ,x nese knihu y“, byl
by nesmyslny:
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»x nese knihu y“ jde do $koly

je nesmysl, protoze ,x jde do $koly“ neni vyrokova funkce vyrokovych
funkci. Podobné napft. vyraz

yx

je smysluplny tieba jako vyrokova funkce elementarni vyrokové funkce
jednoho individua. Kdyby potom na misté¢ proménné x obsahoval kon-
stantni vyrokovou funkei ,x jde do skoly“, ktera je stejného typu, byl by
také smysluplny. Kdyby tam ale obsahoval konstantu jiného typu, tfeba
konstantni individuum, byl by nesmyslny:

YPetr
by potom byl nesmysl, protoze y neni vyrokova funkce individui. Kdyby
na misté proménné obsahoval konstantni vyrokovou funkci jednoho indi-
vidua, ktera by ale byla jiného typu, napi.
Vx x nese knihu y
byl by to vyraz
PVx x nese knihuy
ktery by byl také nesmyslny, protoze y neni vyrokova funkce neelementar-
nich vyrokovych funkci.
Toto pravidlo budeme pouzivat tam, kde budeme chtit rozlisit, ceho
néco je vyrokova funkce, a ¢eho to vyrokova funkce neni.

§73

Poslednim vychozim krokem bude tvrzeni pravidla nahrazovani konstant
a proménnych:

*9.15 Vyraz obsahujici néjakou konstantu je vyrok pravé tehdy, kdyz
je to s proménnou na jejim misté vyrokova funkce
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I toto pravidlo je pravdivy vyrok: k jakémukoli vyroku obsahujicimu
konstantu je vyrokova funkce s proménnou na jejim misté, a naopak.
Napt. k vyroku
Petr jde do skoly
je vyrokova funkce
x jde do skoly
a naopak. Podobné k vyroku
Y x jde do skoly
z ptedchoziho ptikladu, je vyrokova funkce
bx
a naopak.
Toto pravidlo budeme pouzivat k tvrzeni toho, co je také vyrok nebo
vyrokova funkce, je-li uz néjaky jiny vyraz vyrok nebo vyrokova funkce.
§74
Stejné jako v pfedchozim stupni analyzy budeme pravidla *9.14 a *9.15
zprvu, tj. v § 76, pouzivat tise. Tvrzeni vyrokt o tom, jaké vyrazy jsou vyro-
ky a vyrokové funkce, a pfipadné, ¢eho to jsou vyrokové funkce, budeme
vyslovné uvadét v dtikazech az dale.
§75
Opét si uvédomme, Ze vychozi kroky nebyly voleny podle toho, Ze by byly
samoziejmé, nebo podle toho, ze by néjak podstatné predchazely ostat-

nim. Jiné pravdivé vyroky, z jejichz tvrzeni bychom také dosli prehledné
k tomu, k ¢emu chceme, by byly pravé tak dobré.
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§76
K dal$im kroktim tohoto stupné analyzy prechazime z vychozich kroka.
Ukéazeme opét nékteré prechody k dal$im tvrzenim vyrokovych funkci za-

psanych umélymi vyrazy:

*10.14 F (VX @x A VX Px) = (@y A Yy)

Dikaz:

*10.1 F VX @X = @y (1)
*10.1 [ox = Px] F VXX = Yy (2)
1), (2), *3.2 F (VX @x = @y) A (VX Px = Jy) (3)
(3), *3.47 F (VX @x A VX PxX) = (@y A Py)

Ze dvou instanci tvrzeni *10.1 jsme tedy podle dvou pravidel, v nichz hraji
roli jenom vyrokové funkce vyroki, presli k dal$imu tvrzeni, v némz hraji
roli i vyrokové funkce vyrokovych funkci. (K tomuto ditkazu a v ném zaml-
¢enému predpokladu se jesté vratime v §78.) Timto zptsobem pfebirame
drive uvedené ditkazy a navazujeme na n¢, jen v rozsifeni i na neelementar-
ni vyroky a vyrokové funkce.

V tomto dikazu jsou pouzité zkratky, které jsme postupné zavedli pii
zapisovani ditkazi v § 54. Nezkraceny by vypadal takto:

Dikaz:
*10.1 F VX @X = @y (1)
*10.1 [ox := Px] F VXX — Yy (2)

*3.2 [p = VX @x = @y, q = VX x > ]
F(YX @x = @y) = ((Vx Yx - yy)

= (VX x = @y) A (VX Px = y))) (3)
(1), (3), *9.12 F (VXX - Py) -

(Y @x = @y) A (Vx Px = Py)) 4)
(2), (4), *9.12 F (VX @x = @y) A (VX Px = Jy) (%)

*3.47[p = VX X, q = VX PX, I := @y, S := Py]

F((YX @x = @y) A (Vx Yx = y))

= (VX x A VX Px) = (@y A dy)) (6)
(5), (6), *9.12 F (VX @x A VX PX) = (@y A y)
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Dale budeme uvadét jenom zkracené verze diikazt a nachazeni vhod-
nych dosazeni v tvrzenich instanci budeme nechavat na Ctenafi.

Nasledujici tvrzeni ukazuje vztah obecného kvantifikdtoru a disjunkce
tim, ze doplni opa¢nou implikaci k tvrzeni *10.12:

*10.2 FVYX(pV@x) < (pVVX@x)

Dikaz:
*10.1 F VX @X = @y (1)
(1), *1.6 F(pVVxex)— (pVoy) (2)
(2), *9.13 FVy ((pVVXx@x)— (pVey)) (3)
(3), *1.01 FVY (~(pVVX@X)V (pV oy)) (4)
(4), ¥10.12 F~(pVVXex)VVy(pVey) ©)
(5), *1.01 F(pVVxex)—Vy(pVoey) (6)
*10.12 FVX (pV@x)— (pVVXeEx) (7
(6), (7), *3.2 F((pVVx@x)>Vy(pVey)Ax(pVex)

- (pV Vx ¢x)) (8)
(8), *¥4.01 FVX(pV @x) o (pVVX@X)

Vsimnéme si, ze proménna y je v diikazu pomocna, v samotné tvrzené vy-
rokové funkci obsazena nenij; je zvolena tak, aby se lisila od x, od ¢ i od p,
a nikde se tedy nespletla s proménnou vazanou kvantifikatorem. Kdyby-
chom misto tvrzené vyrokové funkce dokazovali néjakou jeji instanci, ktera
by y obsahovala, napt. Vx (p V @xy) < (p V Vx @xy), pouzili bychom v dtika-
zu jednoduse jinou pomocnou proménnou. Na osmém fadku ji miiZzeme
beze zmény vyznamu nahradit proménnou X, protoze rozliSeni vazanych
proménnych mimo dosah kvantifikatoru nehraje roli.

Ve ¢tvrtém radku jsme rozepsali implikaci podle jeji definice a po tipravé
pomoci *10.12 na patém fadku jsme zdpis pomoci zkratky zase vratili na
$estém fadku zpatky. Tyto kroky budeme zkracené zapisovat

(3),10.12, *1.01 F(pVVxex)—Vy(pVoy) (4)

Zéavére¢né dva radky, tj. ptechod pomoci *3.2 a zkraceni konjunkce dvou
opacnych implikaci jako ekvivalence, budeme zkracené zapisovat

(6), (7), *3.2, *4.01 FVX (pV @x) © (pV VX @x)
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Cely ditkaz tedy zapiSeme zkracené

*10.1 F VX @X = @y (1)
(1), *1.6 F(pVVxex)— (pVey) (2)
(2), *9.13 FVy ((pVVX@x) = (pVoy)) (3)
(3),10.12, *1.01 F(pVVxex)—Vy(pVoey) (4)
*10.12 FVX(pV@x)— (pVVxex) (%)

(4), (5), *3.2, *4.01 FVX (pV@x) < (pVVxex)

kde ¢tvrtému a Sestému fadku rozumime vySe uvedenym zptisobem.
Tim je zaroven ukazany i vztah obecného kvantifikdtoru a implikace:

*10.21 F VX (p = @Xx) © (p = VX @X)
Dikaz:
*10.2 F VX (~pV @x) © (~p V Vx @X) (1)
(1), *1.01 FVX (p—= @x) © (p - VX @X)

Zatimco do disjunkce nebo implikace tedy vstupuje obecny kvantifikator
pti zachovani ekvivalence jen k nékterym zvlastnim ¢lentim, do konjunkce
vstupuje snadnéji:

*10.22 F VX (X A Px) & (VX @X A VX PX)

Diikaz:
*10.1 F VX (@x A Px) = (@y A Uy) (1)
*3.26 F...o @y (2)
(2),*9.13 F VY (VX (@x A UX) = @y) (3)
*10.21 F Yy (VX (X A Px) = @y) © (VX (@x A Px)

- Vy oY) (4)
(4), *4.01, *3.26 F VY (VX (@x A Px) = @y) = (VX (@x A Px)

- Vy @y) (5)
(3), (5), ¥9.12 F VX (@x A PX) = Yy @y (6)
analogicky, s *3.27 F VX (X A PX) = Yy Py (7
(6), (7), *3.43 F VX (@x APx) = (Vy @y A Yy Py) (8)
*10.14 F (VX @x A VX PX) = (@y A y) 9)
(9), *9.13 F VY (VX @x A VX PX) = (@y A dy)) (10)



72 Holecek

*10.21 F VY (VX @x A VX PX) = (@y A y))

© ((Vx @x A VX Px) = Vy (@y A dy)) (11)
(11), *4.01, *3.26 FVy (VX @x A VX PX) = (@y A Py))

= ((YX @x A VX Px) = Yy (@y Ay)) (12)
(10), (12), *9.12 F (VX @X A VX UX) = Yy (@y A Uy) (13)

(8), (13), *3.2,%4.01  F VX (@x A Px) & (VX X A VX PX)

Sedmému fadku tu rozumime jako zopakovani postupu na pfedchozich
Sesti fadcich s jedinou zménou, a to pouzitim *3.27 namisto prvniho po-
uzitf *3.26. K prvnimu sméru dokazované implikace jsme dosli z instance
vyrokové funkce tvrzené v *10.1 pomoci rozdéleni implikované konjunkce,
generalizaci jejich ¢asti a opétovanym spojenim podle *3.43, tj. postupnymi
upravami zadniho ¢lenu vychozi instance, jejiz predni clen zastal nedotceny;
k druhému sméru jsme dosli uz jen pomoci predchozich nékolika tvrzeni.
Kroky v fadcich (3) az (6) budeme zkracené zapisovat

(2), *9.13, *10.21 F VX (@x A UX) = Vy @y 3)

a cely diikaz tedy

*10.1 F VX (X A UX) = (@y A Yy) (1)
*3.26 F..—> @y 2)
(2), *9.13, *10.21 F VX (X A UX) = Yy @y (3)
analogicky, s *3.27 F VX (@x A Ux) = Vy Yy 4)
(3), (4), *3.43 F VX (@x A UX) = (Vy @y A Vy dy) (5)
*10.14 F (VX @x A VX UPX) = (@y A y) (6)
(6), ¥9.13, *10.21 F (VX @Xx A VX PX) = Yy (@y A py) (7

(5), (7), *3.2, *4.01 F VX (@x A Px) & (VX X A VX PX)

Nasledujicich nékolik tvrzeni ukazuje vztah obecného kvantifikdtoru a ne-
gace, tj. vztah obecného a existen¢niho kvantifikatoru:

*10.24 F @y — 3X X

Dikaz:
*10.1 F VX ~@X = ~Qy (1)
(1), *2.03 F @y > ~VX ~@QX 2)

(2), *10.01 F @y — 3X X
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Vyrokova funkce tvrzend v *10.24 je tedy jen transpozice instance vyro-

kové funkce tvrzené v *10.1; slozime-li ji jesté jednou s *10.1, dostaneme:

*10.25 F VX @x = 3X X

Dikaz:
*10.1 F VX X = @y
*10.24 F...— 3X QX

a dalsi transpozici prejdeme k

*¥10.251  F VX ~@Xx = ~VX @X

Diikaz:

*10.25 F VX @x = 3X X
(1), *10.01 F VX @X = ~VX ~@X
(2), *2.03 F VX ~@X = ~VX QX

(1)

(1)
@)

O prechodu negace pres kvantifikator bychom mohli mit dojem, Ze je pii-

mym disledkem definice existen¢niho kvantifikatoru, ale v diikazech se

opirame i o tvrzeni *2.08 a princip dvojité negace, ktery navic musime do-

stat do ekvivalence:

*¥10.252  F ~3IX X & VX ~@X

Dikaz:

*2.08, *10.01 F ~3X @X > ~~VX ~@X
*2.14 k... = VX ~@X

*2.08, *10.01 F 3AX X = ~VX ~@X
(3), *2.03 F VX ~@X > ~ 3IX @X

(2), (4), *3.2, *4.01 F ~3X QX > VX ~@X

nebo také:
*4.13 F VX ~@X & ~~VX ~@X
(1), *4.21 b ~~VX ~@X © VX ~QX

(2), *10.01 F ~3X X © VX ~@X

(1)
(2)
®3)
(4)

(1)
@)
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kde druhému radku rozumime tak, ze inferenci pfechazime i podle ekvi-
valence, coz je zkraceny zapis za rozlozeni ekvivalence na konjunkci dvou

implikaci, vybér té vhodné a prechod podle ni.

*10.253  F ~VX @X © IX ~@X

Diikaz:

*10.1 F VX @X = @y (1)
*2.12 oo > ~~@y (2)
(2), *9.13, *10.21 F VX @X = Yy ~~@y (3)
(3), *2.16 F ~VX ~~@X = ~VX @X (4)
(4), *10.01 F 3X ~@X = ~VX @X (5)
*10.1 F VX ~~@X > ~~@Qy (6)
analogicky, s *2.14 F ~VX @X = IX ~X (7

(5), (7), *3.2, *4.01 F~VX @X © IX ~@X

Nasledujici tvrzeni pfedvadéji schémata tradi¢né pojednavana sylogistikou.
Jde o pfechody mezi nékolika vyroky s obecnym kvantifikatorem, existenc-
nim kvantifikatorem a bez kvantifikatoru, v nichz postupujeme pomoci
principu sylogismu:

*10.26 F (VX (@x = Px) A @y) = Yy

Dikaz:
*10.1 F VX (x = Px) = (@y = y) 1)
(1), *3.31 F (VX (@x = ¥x) A @y) = Yy

Princip sylogismu (tj. tvrzeni *2.05 nebo *2.06) je tu obsazeny v dikazu
tvrzeni *3.31. Podobné je to i v dalsich pfipadech:

*10.27 F VX (@x = Px) = (VX @x = VX Px)

Dikaz:

*10.14 F (Y (@x = ) AVx @x) = ((ey = Yy) Agy) (1)
*3.35 F..—> Yy 2)
(2), ¥9.13, *10.21 F (VX (@x = Ux) A VX @Xx) = Yy Yy (3)

(3),*3.3 F VX (@x = Px) = (VX @X = VX PX)
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*¥10.271  + VX (@x © Px) = (VX X < VX PX)

Dikaz:

*2.08, *4.01

*10.22

*3.26

*10.27

analogicky, s *3.27
(4), (5), *3.43, *4.01

F VX (X 1X) > VX ((0x = 1) A (x> @x)) (1)

F... = (VX (@x = Px) A VX (WX = @x)) (2)
F... = VX (@x > PXx) (3)
F... = (VX @Xx = VX X) (4)
F VX (@x & Px) = (VX PX > VX @X) (5)

F VX (px © Px) = (VX X & VX PX)

*10.28 F VX (@x = Px) = (Ix @ex = X Px)

Ditkaz:

*10.1

*2.16

(2), *9.13, *10.21
*10.27

*2.16, *10.01

F VX (@x = Px) = (@y = Yy) (1)
Fo o (~y = ~@y) 2)
F VX (X = Yx) = Vy (~Py - ~@y) 3)
F... = (VX ~PIx = VX ~@X) (4)

F...= (3x @ex = IxPx)

*10.3 F (VX (@x = Px) A VX (Px = xx)) = VX (X = xx)

Dikaz:
*10.22

(1), *4.01, *3.26
*3.33, *9.13

(3), ¥10.27
(2), (4), *2.06

F (VX (@x = x) A VX (Ux = )

& WX ((@x > §X) A (X = X)) (1)
(VX (@X = 1) A VX (% = XX)
= VX (X = ) A (%= 19) @)

FVX (((@x = W) A (Px = xx) = (ex—=xx))  (3)
FVX ((@x = Px) A (Ix = xx)) = VX (px > xx)  (4)
F (VX (@x = Yx) A VX (Yx = xx)) = VX (9x = xx)

Druhému fadku tu rozumime jako rozepsani prvniho radku podle defini-

ce ckvivalence a prechod podle *3.26 k prvnimu ¢lenu konjunkce. Dikaz

muze vypadat i tak, Ze nejprve odstranime kvantifikatory, hlavni prechod

udélame bez nich, a nakonec je zase vratime:*

9 Jak se ¢asto postupuje v dnesnich ,kalkulech ptirozené dedukce®.
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*10.14

*3.33
(2), *9.13, *10.21
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F (VX (@x = 1) A VX (Ix = X))

= ((py = yy) A (Wy = xy))
Fo. = (@y = xy)

F (VX (@x = Ux) A VX (X = X)) = VX (@x = xX)

1)
@

Uvedeme jesté nékolik tvrzeni, ktera ukazuji souvislost dvou slozenych

kvantifikatort:

*11.2 F VX Yy @xy < Vy VX @Xy

Diikaz:

*10.1

*10.1

(2), *9.13, *10.21
(3), *9.13, *10.21
analogicky

(4), (5), *3.2, *4.01

F VX Vy @xy - Vy @zy
Fo.—> @zw

F VX Vy @xy - Vz pzw

F VX Vy @xy - Vw Vz pzw
F Yy VX @Xxy = Vz Vw @zw
F VX Vy @xy & Vy VX @xy

*11.26 F A Vy @xy - Vy IX @xy

Dikaz:

*10.1

(1), *9.13

(2), ¥10.28

(3), ¥9.13, *10.21

F Vy @xy — @xz

F VX (Vy xy = @Xxz)

F 3Ix Yy pxy — 3IX pxz

F IX Vy xy = Vy IX @xy

*11.51 F 3X Vy @xy & ~Vx Iy ~@xy

Diikaz:
*4.2,%10.01
*10.253

(2), *9.13
(3), ¥10.271
(4), *4.11

(1), (5), *4.22

.. atd.

F IX VY @pxy & ~VX ~Vy Xy
F~Vy @xy © 3y ~@xy

F VX (~Vy @xy < 3y ~@xy)

F VX ~Vy @xy < VX 3y ~@Xy

F ~VX ~Vy @Xy € ~Vx Ay ~@Xxy
F AxVy @pxy © ~Vx 3y ~@xy

1)
@)
®)
)
©)

1)
@
®)

1)
@)
®)
*)
©)
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§77

77

V uvedenych dtikazech jsme opét pouzivali pravidla tykajici se smyslu vy-

razu tiSe. Jak by ditkazy vypadaly'® s jejich vyslovnym uvedenim, ukazeme

na zacatku dikazu tvrzeni *10.22:

mysl. negace
mysl. negace
(1), *9.14

predpoklad

(2), (4), *9.14

Vyraz ~@x je vyrokova funkce

Vyraz ~{yx je vyrokova funkce

Vyraz ~@a je smysluplny (kde a je
konstanta stejného typu jako proménna x
ve vyrokové funkci ~x)

Proménna x ve vyrokové funkci ~@x je
stejné¢ho typu jako proménna x ve vyrokové
funkci ~yx

Vyraz ~\a je smysluplny

(3), (5), mysl. disjunkce

(6), mysl. negace
(7), *9.15
(8), *3.01

Vyraz ~@aV ~{a je vyrok

Vyraz ~(~@aV ~ya) je vyrok

Vyraz ~(~@xV ~yx) je vyrokova funkce
Vyraz @x A Px je vyrokova funkce

(9), mysl. obecného kvantifikatoru

(10), mysl. negace

Vyraz Vx (¢x A Yx) je vyrok
Vyraz ~Vx (¢px A Px) je vyrok

(11), (9), mysl. disjunkce

(12), *2.01
(13), *10.1

.. atd.

Vyraz ~Vx (@x AYx) V (@y A by) je
vyrokova funkce

Vyraz Vx (@x AYx) > (@y Ay) je
vyrokova funkce

F VX (@x AYx) = (@y A dy)

(1)
@)

©)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
©)
(10)
(11)
(12)

(13)
(14)

Z tohoto rozpisu ditkazu je vidét, ze obsahuje (na ¢tvrtém fadku) predpo-

klad, Ze proménna x ve vyrokové funkci ~@x je stejného typu jako promén-

nd x ve vyrokové funkci ~\ix; bez toho by tvrzena vyrokova funkce vitbec

nebyla smysluplnym vyrazem. Tvrzeny vyrok je tedy vlastné podminény

10 V PM najdeme jiné ptiklady jejich pouziti, napt. v diikazu *9.61 apod.
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timto pfedpokladem. Vychozi tvrzeni *1.7 a *1.71 z prvniho stupné analyzy
tu nahrazujeme odkazem na vychozi myslenky negace a disjunkce, vychozi
tvrzeni *1.72 dvojici vychozich tvrzeni *9.14 a *9.15.

Dtkaz postupuje stejné jako v §55: nejprve predvadime, Ze vhodny vy-
raz je vyrokovou funkci, a az potom k jeho tvrzeni pfejdeme jako k instanci
néceho uz tvrzeného.

§78

Obdobou tvrzeni *3.03 je v tomto stupni analyzy nasledujici tvrzeni neza-
psané umélymi vyrazy:

*10.13 Obsahuji-li dvé vyrokové funkce proménné stejného typu
a jsou-li jakékoli jejich hodnoty (téchto funkci) pravdivé, ja-
kakoli hodnota jejich konjunkce obsahujici tytéZz proménné na
puvodnich mistech v obou sklddanych ¢lenech je pravdiva

Dikaz (pro jednu proménnou,):

mysl. negace Negace té prvni je vyrokova funkce (1)
mysl. negace Negace té druhé je vyrokova funkce (2)
(1), *9.14 Negace té prvni s néjakou konstantou

stejného typu na misté proménné je

smysluplny vyraz 3)
(2), *9.14 Negace té druhé s toutéz konstantou

stejn¢ho typu na misté proménné je

smysluplny vyraz (4)
(3), (4), mysl. disjunkce

Disjunkce téchto vyrazi je vyrok (5)
(5), mysl. negace Jeho negace je vyrok (6)

(4), (6), mysl. disjunkce

Disjunkce vyrokt z fadku (5) a (7) je vyrok (7)
(3), (7), mysl. disjunkce

Disjunkce vyrok z fadku (3) a (8) je vyrok (8)
(8), *9.15 Tento vyraz s proménnou na misté pouzité

konstanty je vyrokova funkce obsahujici

tutéZ proménnou na puvodnich mistech

v obou skladanych ¢lenech 9)



2. kapitola 79

(9), *1.01, *3.01 Implikace té prvni vyrokové funkce

a implikace té druhé a jejich konjunkce

je vyrokova funkce obsahujici tutéz

proménnou na ptvodnich mistech

v obou skladanych ¢lenech (10)
(10), *3.2 Implikace té prvni vyrokové funkce

a implikace té druhé a jejich konjunkce

je vyrokova funkce obsahujici tutéz

proménnou na puvodnich mistech

v obou skladanych ¢lenech, jejiz jakakoli

hodnota je pravdiva (11)
(11),*9.12 Implikace té druhé a jejich konjunkce

je vyrokova funkce obsahujici tutéz

proménnou na ptivodnich mistech

v obou sklddanych ¢lenech, jejiz jakakoli

hodnota je pravdiva (12)
(12), *9.12 Jejich konjunkce je vyrokova funkce

obsahujici tutéZ proménnou na ptvodnich

mistech v obou skladanych ¢lenech, jejiz

jakakoli hodnota je pravdiva

Dikaz pro vice proménnych by byl analogicky.
Toto tvrzeni bylo jako pravidlo pouzito v ptivodni podobé diikazu tvr-

zeni *10.14:

*10.14 F (VX @x A VX PX) = (@y A gy)

Diikaz:

*10.1 F VX @X = @y (1)
*10.1 F VXX = Yy (2)
(1), (2), *10.13 F (VX @x = @y) A (VX Px = Jry) (3)
(3), *3.47 F (VX @x A VX PX) = (@y A dy)

Rozdil proti ditkazu uvedenému v § 76 je v tom, ze takto ukazuje jako pred-
poklad smysluplnosti dokazovaného tvrzeni stejnost typu proménnych ve
vyrokovych funkcich ¢x a yx.
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§79

Vychozi myslenky negace, disjunkce i obecného kvantifikatoru jsou typo-
vé viceznacné. Negace je vyrokova funkce vyrokl a vyroky jsou rtiznych
typt; protoze ale vSéechny hodnoty proménné ve vyrokové funkci a v§echny
konstanty, které mohou byt smysluplné na jejim misté, jsou podle pravidla
stejnosti typu, tj. podle tvrzeni *9.14, stejného typu, jsou negace vyrokl
ruznych typi riznymi vyrokovymi funkcemi. Podobné je tomu s disjunkci.
Obecny kvantifikator je vyrokova funkce vyrokovych funkci a ty jsou také
ruznych typil, proto je vlastné mnoho obecnych kvantifikatorti riznych
typt.. Napiiklad tedy negace

~Petr jde do skoly
~Vx x jde do skoly

jsou raznych typt: prvni je negace elementarnich vyrokt obsahujicich jed-
no individuum, druha je negace vyrokt obsahujicich jedno vazané pro-
ménné individuum. Obecné kvantifikatory ve vyroku

Vx Vy x nese knihu y

jsou také rtiznych typt: zatimco Vy je v tomto piipadé vyrokova funkce ele-
mentarnich vyrokovych funkci obsahujicich dvé proménna individua, Vx
tu je vyrokova funkce vyrokovych funkci obsahujicich jedno volné a jedno
vazané proménné individuum.

V tomto smyslu jsou typové viceznacné i vSechny vyrokové funkce za-
psané nasimi umélymi vyrazy. Naptiklad

p~>(pva)
je sice vyrokova funkce vyroku, ale ze zapisu neni patrné, vyrokt jakych
typti. Aby tento vyraz mél smysl, bereme implikaci a disjunkci v ném jako
vyrokové funkce vyroku téch typt, jakych jsoup ap Vg, resp. p a g, ale jaké

to jsou, neni ze zapisu patrné. Ze zapisu vyrokové funkce

VX X
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neni patrné, jakého typu je @, ani x, a tedy ani obecny kvantifikator; jenom
to, ze ¢ je vyrokova funkce.

Pti pfechodech k instancim vyrokovych funkci se nékdy typova vice-
znacnost zuzuje: napfiklad vyrokova funkce

p~>(pva)
ma jako svou instanci vyrokovou funkci
VX x = (VX @x V VX Px)

a i kdyz tedy ze zapisu ptvodni vyrokové funkce neni patrné, zda je to
vyrokova funkce elementarnich nebo neelementarnich vyrokt, bereme-li
druhou vyrokovou funkeci jako jeji instanci, nemohla to byt vyrokova funk-
ce elementarnich vyrokt. Naopak, kdybychom brali jako jeji instanci vyrok

Petr jde do skoly — (Petr jde do skoly v ~Michal jde do skoly)

byla by to vyrokova funkce elementarnich vyrokd, a tedy by to byla jina
vyrokova funkce. Na jeji tvrzeni a pfipadny dikaz to ale nema vliv.

§80

Pravidlo stejnosti typu a definice stejnosti typu spolu s pravidlem nahrazo-
vani konstant a proménnych predchazeji paradoxtim. Tim, Ze soucasti nasi
analyzy jsou i vyroky o smyslu vyrazil, a pozornosti, kterou smysluplnosti
vyrazii vénujeme, pfedchdzime uzivani vyrazt se zmatenym smyslem. Uzi-
vanim vyrokovych funkci a prozkoumavanim toho, co mtize byt hodnota-
mi jejich proménnych, bychom mohli byt svedeni k dojmu, Ze vyrokova
funkce miize byt sama hodnotou své proménné (tfeba podobné jako ne-
gaci jako vyrokovou funkci vyrokt skladame samu se sebou opakované do
slozitéjsi funkce). Tak to ale neni. Naptiklad elementarni vyrokova funkce

x jde do skoly

obsahuje proménnou x, jejimiz hodnotami mohou byt individua (bereme-
-li jména ,,Petr a ,,Michal® jako individua), a podle pravidla *9.14 je tato
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proménna i vSechny ostatni proménné a konstanty, s nimiz je na jejim misté
tento vyraz smysluplny, stejného typu. Tato vyrokova funkce samotna stej-
ného typu jako individua neni a na misté proménné x smysl nedava:

Vyrokova funkce ,x jde do $koly“ jde do $koly

neni smysluplny vyraz. At uz tedy podle pravidla *9.15 piechdzime z toho,
ze je to vyrokova funkce, k jakémukoli tvrzeni, ze néco je vyrok, rozhodné
dosazujeme na mista proménné x jenom konstantni individua, a naopak.
Podobné

®X

je vyrokova funkce, u niz sice vyslovné neiikame, jakého je typu, a jakého
je tedy typu jeji proménna, ale podle pravidla*®9.14 je proménna x i vSechny
ostatni proménné a konstanty, s nimiz je na misté x tento vyraz smysluplny,
stejn¢ho typu. Podle definice stejnosti typu ale neni samotna funkce ¢ stej-
ného typu jako x, at uz je x jakéhokoli typu. Vyraz

PPX

neni smysluplny, pokud v ném vyraz @x bereme jako vyrokovou funkci.

§81

Kdybychom v myslenkach a postupech, které analyzujeme nebo chceme
analyzovat, nasli myslenky, které takto nepfedvedeme, nebo bychom po-
ttebovali dalsi vychozi kroky, nic ndm nebrani je pfidavat. I kdybychom
v nasich diikazech nasli kroky, které bychom chtéli dale rozmotavat, prida-
me vychozi myslenky nebo vychozi kroky podle potieby.

Predvedeny postup to nenarusi, protoze nikde jsme nemluvili o celku
nasich vychozich myslenek a kroki, resp. o tom, Ze to jsou vSechny.
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§82

Sezndmeni s tim, co délame, se prohloubi, kdyz se nad tim zamyslime. Jako
pfilezitost k zamysleni ted vyuzijeme néco z toho, co by na predvedenych
myslenkach a postupu mohlo byt neo¢ekavané pro toho, kdo se ve skole
naucil logiku. Pokusime se odpovédét na tii otazky, které predchozi vyklad
vyvolava.

§83

Prvni otazka, kterou si polozime, je: v jakém smyslu jsou nase vychozi my-
Slenky nedefinované? Za definovani bychom tu povazovali odpovéd na
otazku ,co je...?“ nebo ,co je podstata...?“, ktera by vychazela z myslenek
néjak predchazejicich to, na co bychom se ptali:

Co je vyrok?

Co je elementarni vyrok?
Co je vyrokova funkce?
Co je tvrzeni vyroku?

...atd.

§84

V nasem postupu (od §§21 a 30) jsou definice takovymi kroky, jimiz za-
vadime vyrazovou zkratku za néco, co umime pomoci nasich vychozich
myslenek predvést. Tyto vyrazové zkratky pfritom umime zpatky rozepsat
tak, jako bychom je viibec nepouzili, ale bez nich by nas postup nebyl



84 Holecek

piehledny a stru¢ny a nemohli bychom tvofit vyéty (coz mame v timyslu
podle §§7 a 8).

Zkracené vyrazy implikace, konjunkce a ekvivalence jsme zavedli
(v §42) takto:

*1.01 p — q je zkratka za ~p vV q
*3.01 p Aq je zkratka za ~(~p V ~q)
*4.01 p < q je zkratka za (p = q) A (q — p)

a vidime, zZe implikace a konjunkce jsou zavedené jako zkratky za vyrazy
predvedené pomoci vychozich myslenek negace a disjunkce a ekvivalence
jako zkratka za vyraz predvedeny uz s jejich pomoci.

Zavedené zkratky pouzivame v rozvoji dalstho postupu nejen tak, ze
s jejich pomoci pfedvadime néco, co dale zkracujeme, ale i tak, zZe s jejich
pomoci déldme dalsi kroky. Napftiklad v pravidle inference (§46) pouziva-

me implikaci:

*1.1 Cokoli implikovaného pravdivym elementdrnim vyrokem je
pravdivé
*1.11 Je pravdiva jakakoli hodnota elementarni vyrokové funkce, kte-

ra je implikovana elementarni vyrokovou funkci, jejiz jakakoli
hodnota je pravdiva

a pravé tak pouzivdme implikaci ve vychozich tvrzenich vyrokovych funk-
ci, napft.

*1.2 F(pVvp)—p

na jejichz instance se potom pravidlo inference vztahuje. S ohledem na
toto pouziti jsme implikaci jako vyrazovou zkratku zavedli (viz §43).
Zpétny prechod k vychozim mys$lenkam, pomoci nichz jsme zkracovany
vyraz predvedli, potom pouzivame pfi vlastnim rozmysleni si pravdivosti
vychozich tvrzeni obsahujicich zavedené zkratky. Napf. pii rozmysleni si
pravdivosti vy$e uvedeného tvrzeni *1.2 (v §44) si pievadime implikaci na
disjunkci negace jejiho predniho ¢lenu a jejitho zadniho ¢lenu, a o pravdi-
vosti této disjunkce uvazujeme. Se zpétnym prechodem k vychozim my-
$lenkam, nebo naopak s prechodem od jejich vyrazti ke zkracenym vyra-
zam také pocitame pfi hledani dlohy vychozich tvrzeni v dalsim rozvoji.
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Napft. nékteré instance disjunkce v pfednim ¢lenu vyrokové funkce tvrzeni
v *1.2 by se daly zapsat jako implikace a naopak:

(~pV~p)—>~p
je instance této vyrokové funkce a zkratime ji jako
(P=>~p)=>~p

Podle definic pfechazime obéma sméry v dtikazech (v §§54 a 76). Napii-
klad v dtikazu tvrzeni *3.26

%9.02, *1.01 F~pV (~qVp) 1)
*9.31 F(~pV(~qVp)) = ((~pV~q)Vp) )
(1), (2), "1.11 F(~pV~q)Vp (3)
%953 F((~pV~q)Vp) = (~(~pV~q) —p) 4)
(3), (4), *1.11 F~(~pV~q)—p ®)
(5), *3.01 F(pAa)—~p

nejprve prejdeme na prvnim fadku podle definice implikace z tvrzeni
tp—>(@-p)

k jeho rozpisu
F~pV(~qVp)

a potom z patého fadku k Sestému podle definice konjunkce z tvrzeni
F~(~pv~q)—p

k jeho zkratce
F(pAQ)—p

Tyto zkracené umélé vyrazy a jejich rozpisy se v obou smérech implikuji,

tj. jsou ekvivalentni. Tvrzeni jakékoli takové vyrokové funkce dokazeme
podobné jako tvrzeni *3.1:
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*3.1 F(pAQ)—>~(~pV~0q)
Diikaz:
*2.08 F~(~pV~Qq)—>~(~pV~Qq) (1)
(1), *3.01 F(PAQ)—>~(~pV~0q)

tedy nejprve piejdeme k instanci vyrokové funkce tvrzené v *2.08, kde pii-
slusny rozpis implikuje saim sebe, a potom nahradime jeden z jeho vyskytt
zkratkou. Tvrzeni ekvivalence (p A q) & ~(~p V ~q) bychom pak dokazova-
li tfeba pouzitim tvrzeni *4.2 na misté *2.08:

*4.2 F~(~pV~q) e ~(~pV~q) (1)
(1), *3.01 F(pAQ) & ~(~pV~q)

Pres tuto souvislost ale definice nejsou ekvivalencemi, jak bychom mohli
mit dojem.

Mohli bychom také mit dojem, Ze stejné jako prechazime z vyrokové
funkce

p—=q
k vyrokové funkci
~pVvq
a naopak, budeme pfechazet i z vyrokové funkce
~p—q
k vyrokové funkci
pVgq

a naopak. Jeden takovy prechod, a to (pV q) = (~p = q), je tvrzeny v *2.53,
jeho dtikaz je ale pomérné slozity:

*9.12 Fp—~~p (1)
*9.38 F(p—~~p)=>((pVQq) = (~~pVQ)) 2
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F(pvag) - (~~pVvQ)
F(pVa) > (~p—09)

87

®3)

k dokazani této implikace tu pouzivame princip dvojité negace a jeho

vstup do predniho ¢lenu disjunkce, coz jsou samostatné kroky. Takovéto

prechody tedy nejsou dany pouhym zavedenim zkratek.

Kroky v dtikazech pouzivajici pfechody pomoci rozpist zkratek nebo

naopak zkracovani se ovéem casto opakuji, a proto je, jako jiné casto se

opakujici posloupnosti kroktl, v zapisech dikazt zkracujeme. Podobné

jako zkracujeme napf. postup v dikazu tvrzeni *2.2 z

*1.3
*1.4
*2.06

(1), (3), *1.11
(2), (4), *1.11

na
*1.3
*1.4
(1), (2), *2.06

piseme misto

*2.08
(1), *3.01

rovnou

*2.08, *3.01

Fp—>(@QVp)

F@Qvp)—>(pVva
Fp->@vp) - (@vp)~>(pVa)
A CdCAE))))
F(@vp) = (pva)->(p->(PVva)
Fp->(pVva)

Fp—(qVvp)
F@vp)—(pVva)
Fp—>(pPVQ)

F~(~pV~q) > ~(~pV~0q)
F(PAQ) = ~(~pV~0q)

F(pAQ) = ~(~pV~Qq)

(1)
2)

©)
(4)

(1)
@)

(1)

a potom u ekvivalence prechazime z obou dvou ¢lenti jejitho rozpisu rov-

nou k ni a od ni k jednomu z nich, viz napt. dtkaz tvrzeni *10.22, ktery

jsme zkratili z

*10.1

F VX (@x AYx) = (@y AYy)

(1)
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*3.26 F.. > @y (2)
(2), *9.13 F VY (VX (X A PX) = @y) (3)
*10.21 F VY (VX (X A PX) = @y) © (VX (X A PX)

- Vy ¢y) (4)
(4), *4.01, *3.26 F VY (VX (x A PX) = @y) = (VX (@x A Px)

- Vy @y) (5)
(3), (5), *9.12 F VX (@x A PX) = Yy @y (6)
analogicky, s *3.27 F VX (@x A Yx) = Vy Yy (7
(6), (7), *3.43 F VX (x A Px) = (Yy @y A Yy Jy) (8)
*10.14 F (VX @X A VX PX) = (@y A Yy) 9)
(9), *9.13 F VY (VX @x A VX PxX) = (@y A Py)) (10)
*10.21 F VY (VX @x A VX UPX) = (y A y))

< ((Vx @x A VX Px) = Vy (@y A dy)) (11)
(11), *4.01, *3.26 F VY (VX @x A VX PX) = (@y A Py))

= ((YX X A VX Px) = Yy (py AYy)) (12)
(10), (12), *9.12 F (VX @Xx A VX PX) = Yy (@y A py) (13)
(8), (13), *3.2,%4.01  F VX (@x A Px) & (VX X A VX PX)
*10.1 F VX (X A UX) = (@y A Yy) (1)
*3.26 F..—> @y (2)
(2), *9.13, *10.21 F VX (X A UX) = Yy @y (3)
analogicky, s *3.27 F VX (@x A Ux) = Vy Yy 4)
(3), (4), *3.43 F VX (@x A UX) = (Vy @y A Vy Uy) (5)
*10.14 F (VX @x A VX UPX) = (@y A y) (6)
(6), ¥9.13, *10.21 F (VX @Xx A VX PX) = Yy (@y A py) (7

(5), (7), *3.2, *4.01

F VX (x A Ux) & (VX @X A VX PX)

a kde uz jeden z prechodd podle definice ani nezminujeme. Stejné jako
zkratky jednotlivych vyrazi umime zkratky zapist diikazt podle potieby
zpatky rozepsat.

V dtikazech, v nichz nevynechavdme kroky tykajici se smyslu umélych
vyrazt, pfechazime podle definic od vyrokti o smyslu nezkracenych vyrazt
k vyroktim o zkratkach, napt. v dtikazu tvrzeni *2.01 (v §55) pfechazime
od vyroku

Vyraz ~(~p V ~p) V ~p je elementarni vyrokova funkce
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k vyroku
Vyraz (~pV ~p) = ~p je elementarni vyrokova funkce

protoze v pravidlech *1.7, *1.71 a *1.72 mluvime jenom o vychozich mys-
lenkach negace a disjunkce. Vyroky o smyslu se na zkratky vztahuji stejné
jako na jejich rozpisy, protoze zkraceni zapisu smysl neméni.

V druhém stupni analyzy (v §66) jsme rozsifili definice implikace, kon-
junkce a ekvivalence i na neelementarni vyrazy v navaznosti na toto rozsi-
feni u vychozich myslenek negace a disjunkce. I kdyz se na zapisu pfitom
nic nezménilo, je to zavedeni novych zkratek za nové vyrazy.

Zkraceny vyraz existencniho kvantifikatoru jsme v druhém stupni analy-

zy (v §65) zavedli definici
*10.01 3x @x je zkratka za ~Vx ~@x

z niz vidime, Ze nezkracujeme jenom vyrazy slozenych vyrokovych funk-
ci vyroki, ale i vyrazy slozené jak z vyrokovych funkci vyrokd, coz jsou
v tomto pripadé¢ ob¢ negace, tak i z vyrokovych funkci vyrokovych funkci,
coz je obecny kvantifikdtor. Rozuméni zkracenému vyrazu tu muze byt
narocnéjsi nez dalsi pouzivani zkratky.

Nezkracujeme ale jenom umélé vyrazy, zavedli jsme i zkratku za vyrazy
o jejich smyslu (v §67):

*9.131  To, zZe dva vyrazy jsou stejné¢ho typu, je zkratka za to, Ze jsou
oba individua, Ze jsou oba elementarni vyroky obsahujici jed-
no individuum, Ze jsou oba elementarni vyrokové funkce
jednoho individua, ze jsou oba elementarni vyroky obsahujici
dv¢ individua, Ze jsou oba elementarni vyrokové funkce jedno-
ho individua obsahujici jest¢ jedno konstantni individuum, ze
jsou oba elementarni vyrokové funkce dvou individui... atd.,
tj. Ze jsou oba elementarni vyroky nebo elementarni vyrokové
funkce a obsahuji stejné pocty vyrazi stejnych typt; a pokud
to jsou neelementarni vyroky nebo neelementarni vyrokové
funkce, ze jsou oba navic neelementdrni ve stejném smyslu,
tj. Ze jsou oba vyroky obsahujici jedno vazané proménné indi-
viduum, ze jsou oba vyrokové funkce obsahujici jedno vazané
proménné a jedno volné proménné individuum... atd., ze jsou
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oba vyroky obsahujici jednu vazanou proménnou stejného
typu... atd.

Tuto zkratku také umime zpatky rozepsat, i kdyz tento rozpis by zase ob-
sahoval nékolik vyraz ,,... atd.“ a induktivni krok, tj. dal$i pouzivani této
zkratky za jednodussi vyrazy obsazené ve vyrazech, o jejichz smyslu by
byla feC. Protoze ale slozitost kazdého vyrazu je kone¢na, po néjakém, byt
rizném, poctu takovychto rozpistt bychom se bez dalsiho opakovani této
zkratky obesli. V jednotlivych ptipadech vyrazi, které by nebyly typové vi-
ceznac¢né, bychom se obesli i bez toho. Naptiklad fekneme-li (jako v §77)

a je konstanta stejného typu jako proménna x ve vyrokové funkci ~@x
je to zkratka za

konstanta a a proménna x ve vyrokové funkci ~@x jsou ob¢ individua,
nebo jsou obé¢ elementarni vyroky obsahujici jedno individuum, nebo
jsou obé elementarni vyrokové funkce jednoho individua... atd., nebo
jsou obé¢ elementarni vyroky nebo elementarni vyrokové funkce

a obsahuji stejné pocty vyrazu stejnych typt; a pokud to jsou
neelementarni vyroky nebo neelementarni vyrokové funkce, jsou obé
navic neelementarni ve stejném smyslu, tj. jsou obé vyroky obsahujici
jedno vazané proménné individuum... atd., nebo jsou obé vyroky
obsahujici jednu vazanou proménnou stejného typu... atd.

Z tohoto rozpisu opétovné pouziti zkratky ,stejného typu® odstranime po
kone¢ném poctu dalsich rozpisti. Protoze ale nevime, po jakém poctu, mu-
seli bychom tady pouzit vyraz ,,... atd., dokud neprojdeme celé slozeni

L%

toho, co vyrazy obsahuji“. Kdybychom naopak fekli napf.

Vyrokova funkce ,x jde do $koly* je stejného typu jako proménnd
ve vyrokové funkci ~@y

je to jednoduse zkratka za

Vyrokova funkce ,x jde do $koly“ je elementarni vyrokova funkce
jednoho individua stejné, jako proménna  ve vyrokové funkci ~@y
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coz je vyraz pouzivajici pouze nase vychozi myslenky.

Stejné jako zavedené zkratky umélych vyrazi pouzivame i zkratku vy-
razu o smyslu vyrazii v dalsich krocich, pfedevsim v pravidle jednoho typu
a v krocich podle néj, v nichz pfedchizime paradoxtm (viz §80).

Nase definice bychom tedy mohli povazovat za odpovédi na otazky

Co je implikace?

Co je konjunkce?

Co je ekvivalence?

Co je existencni kvantifikator?
Co je byt stejného typu?

které vychazeji z naSich vychozich myslenek tak, ze tyto vyrazy zavadéji
jako zkratky.

§85

Mohli bychom mit ale dojem, Ze jsme odpovidali i na podobné otazky po
vychozich myslenkach. Kdyz jsme je uvadéli, pouzivali jsme vyraz

tim a tim... rozumime... to a to...
Rikalijsme (v §36)

- elementarnim vyrokem rozumime takovy vyrok, ktery neobsahuje zadné
vazané proménné;

- elementarni vyrokovou funkci rozumime takovou vyrokovou funkci,
ktera by se po udéleni néjakych hodnot svym proménnym stala elemen-
tarnim vyrokem,;

— tvrzenim elementarniho vyroku rozumime jeho kladeni, na rozdil od
pfemysleni o ném;

— tvrzenim elementarni vyrokové funkce rozumime tvrzeni jakékoli jeji
hodnoty;

- disjunkci rozumime takovou elementarni vyrokovou funkci obsahujici
dvé proménné, jejiz hodnota (tj. vyrok, jimz se stane) je pravdiva, kdyz
jejim proménnym udélime jako hodnoty elementarni vyroky, z nichz je
aspon jeden pravdivy, a jejiz hodnota je nepravdiva, kdyz jejim promén-
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nym udélime jako hodnoty nepravdivé elementarni vyroky; disjunkci
zapisujeme umélym vyrazem;

- negaci rozumime takovou elementarni vyrokovou funkci obsahujici jed-
nu proménnou, jejiz hodnota je pravdiva, kdyz jeji proménné udélime
jako hodnotu nepravdivy elementarni vyrok, a jejiz hodnota je neprav-
diva, kdyz jeji proménné udélime jako hodnotu pravdivy elementarni
vyrok; negaci zapisujeme umélym vyrazem.

Kdybychom tyto véty povazovali za definice a vyraz ,,rozumime® brali jako
»je’ ve smyslu otazky ,co je...?“ nebo ,co je podstata...?“, vychazela by od-
povéd na otdzku po elementarnim vyroku z myslenek vyroku, obsahovani
vyrazu vyrazem a vazané proménné; odpovéd na otazku po elementarni
vyrokové funkci by vychdzela z myslenek elementarniho vyroku a vyroko-
vé funkce, pficemz bychom udélovani hodnot brali jako patfici k myslence
proménné, a tim i k myslence vyrokové funkce; odpovéd na otazku po tvr-
zeni elementarniho vyroku by vychazela z myslenek elementarniho vyroku
a kladeni néceho v protikladu k pfemysleni o tom; odpovéd na otazku po
tvrzeni elementarni vyrokové funkce by vychazela z myS$lenek elementarni
vyrokové funkce a tvrzeni elementarniho vyroku; odpovédi na otazky po
disjunkci a negaci by vychazely z myslenek umélého vyrazu, elementar-
ni vyrokové funkce a elementarniho vyroku, pficemz bychom pravdivost

a nepravdivost brali jako patfici k myslence vyroku. Nase vychozi myslen-
ky by tedy byly predchdzeny myslenkami

vyroku

obsahovani vyrazu vyrazem
vazané proménné

vyrokové funkce

kladeni

umélého vyrazu

a myslenka vyrokové funkce by dale byla predchazena myslenkami

proménné
udélovani hodnot
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a myslenka vyroku myS$lenkami

pravdivosti
nepravdivosti

Protoze ale myslenka vazané proménné zjevné vychazi az z nasi myslenky
obecného kvantifikatoru, museli bychom rovnou vzit do tivahy i odpovédi
na otazky po vychozich myslenkach druhého stupné analyzy. Prvni stupen
by druhému pfedchazel jakoby z hlediska jednoduchosti, ale ne z hlediska
myslenek. Rikali jsme (v §58):

— obecnym kvantifikdtorem rozumime takovou vyrokovou funkci obsahu-
jici jednu proménnou, (1) jejiz hodnota je pravdiva, kdyz jeji promén-
né udélime jako hodnotu takovou vyrokovou funkci obsahujici jednu
proménnou, jejiz véechny hodnoty jsou pravdivé, a (2) jejiz hodnota je
nepravdiva, kdyz jeji proménné udélime jako hodnotu takovou vyroko-
vou funkci obsahujici jednu proménnou, ktera ma néjakou nepravdivou
hodnotu; obecny kvantifikitor zapisujeme umélym vyrazem;

- individuem rozumime takovy vyraz, ktery sam neni ani vyrokem, ani
vyrokovou funkci.

Odpovéd na otazku po obecném kvantifikdtoru by tedy vychdzela z my-
Slenek umélého vyrazu, vyrokové funkce a vyroku; odpovéd na otazku
po individuu jen z myslenek vyrokové funkce a vyroku. Myslenka vaza-
né proménné by byla pfedchazend myslenkami vyrokové funkce a vyroku.
Vypadalo by to tedy tak, ze nase vychozi myslenky by byly pfedchazeny
myslenkami

vyroku

obsahovani vyrazu vyrazem
vyrokové funkce

kladeni

umeélého vyrazu

proménné

udélovani hodnot
pravdivosti

nepravdivosti
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Vezmeme-li do Gvahy i uvedeni umélého vyrazu, proménné, vyroku
a vyrokové funkce (z prvni kapitoly, §§1, 11, 12, 13)

- umélym vyrazem rozumime takovy vyraz, jehoz smysl je natolik pevny
a natolik v nasich rukou, nakolik budeme potfebovat;

- promeénou rozumime takovy vyraz, ktery mtize mit riizné hodnoty;

— vyrokem rozumime takovy vyraz, ktery mtize byt pravdivy nebo neprav-
divy;

— vyrokovou funkci rozumime takovy vyraz, ktery obsahuje néjaké pro-
ménné a z néhoz by se po udéleni néjakych hodnot témto proménnym
stal vyrok;

$lo by jen o myslenky

vyrazu

pevného smyslu
obsahovani vyrazu vyrazem
udélovani hodnot

kladeni

pravdivosti

nepravdivosti

Pod dojmem toho, Ze uvedeni nasich vychozich myslenek bychom mohli
povazovat za takovéto definice, by ndm uz nase vychozi myslenky nepfi-
padaly vychozi.

§86

Nebo bychom mohli mit dojem, zZe aspon vyrok a vyrokovou funkci defi-
nujeme pomoci vychozich konstantnich individui, vychozich konstantnich
elementarnich vyrokovych funkci individui (tém by se dnes fikalo ,rela-
ce“), negace, disjunkce, obecného kvantifikdtoru a proménnych. Postupo-
vali bychom tak, ze bychom nejprve induktivné odpovédéli na to, co je

vyrokovy vyraz:
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a) vychozi konstantni elementarni vyrokové funkce jsou vyrokové vyrazy

b) vychozi konstantni elementarni vyrokové funkce s vychozimi konstant-
nimi individui na mistech svych proménnych jsou vyrokové vyrazy

c) negace a disjunkce vyrokovych vyrazt jsou vyrokové vyrazy

d) obecny kvantifikdtor vyrokového vyrazu obsahujiciho proménnou je vy-
rokovy vyraz

e) vyrokovy vyraz, v némz néjaké konstanty nebo slozeni konstant nahra-
dime proménnymi, je vyrokovy vyraz

a potom rozlisili vyroky a vyrokové funkce:

f) vyrok je vyrokovy vyraz neobsahujici volné proménné
g) vyrokova funkce je vyrokovy vyraz obsahujici volné proménné

a pripadné i:

h) elementarni vyrok je vyrok neobsahujici vazané proménné

i) elementarni vyrokova funkce (nejenom vychozi) je vyrokova funkce ne-
obsahujici vazané proménné

Napriklad bychom mohli vzit jako vychozi konstantni individua vyrazy

Michal
Petr

a jako vychozi konstantni elementarni vyrokové funkce individui vyrazy

x jde do skoly
x nese knihu y

pak podle a) jsou obé tyto konstantni elementarni vyrokové funkce vyro-
kové vyrazy, dale podle b) jsou vyrokové vyrazy i

Petr jde do $koly
Michal jde do skoly
x nese knihu Petrovi

.. atd.
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podle c) jsou vyrokové vyrazy jejich disjunkce a negace
Petr jde do skoly v Petr nese knihu Michalovi
~(Petr jde do skoly v x nese knihu Michalovi)
.. atd.
podle d) potom i
vx x nese knihu Petrovi
Vx ~(Petr jde do skoly V x nese knihu Michalovi)
.. atd.

a znovu podle c)

Petr jde do skoly Vv Vx ~(Petr jde do $koly v x nese knihu Michalovi)
.. atd.

Podle ¢) jsou vzniknou vyrokové vyrazy z
Petr jde do $koly V Petr nese knihu Michalovi
nahrazenim konstanty ,,Petr proménnou y:
y jde do s§koly vy nese knihu Michalovi

nebo konstanty ,,x jde do $koly“ proménnou ¢, kterou tedy bereme v tomto
piipadé jako proménnou elementarni vyrokovou funkci jednoho individua:

@Petr v Petr nese knihu Michalovi

Nahradit mazeme ale také celé slozeni obou elementdrnich vyrokovych
funkci a disjunkce, protoze disjunkce je konstantni vyraz, a vznikne

@Petr Michal

kde ¢ bereme jako proménnou elementarni vyrokovou funkci dvou indivi-
dui. Kdybychom podobné nahradili proménnou celé slozeni konstantniho
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individua ,,Michal“, obou konstantnich elementirnich vyrokovych funkeci,
disjunkce, negace a obecného kvantifikatoru ve vyrazu

vx ~(Petr jde do $koly V x nese knihu Michalovi)
vznikl by vyraz
@Petr

kde bychom ¢ brali jako proménnou vyrokovou funkci jednoho individua
obsahujici jesté jedno vazané proménné individuum a jedno konstantni in-
dividuum. Tuto proménnou bychom mohli podle d) kvantifikovat a podle c)
dale skladat naprt. do

~V@ @Petr

coz by byl také vyrokovy vyraz. Podle toho, zda tyto vyrazy obsahuji nebo
neobsahuji volné nebo vazané proménné, a podle toho, zda je bereme jako
proménné nebo jako hodnoty, je podle f), g), h) a i) rozdélime na vyroky,
vyrokové funkce, elementarni vyroky a elementarni vyrokové funkce.

Mohli bychom ale tuto definici povazovat za nedostatecnou, protoze
mezi vyrokové funkce by nepatfil napf. vyraz

Je dobre, ze p

ktery bychom potom asi brali jako zkratku za jiny vyraz. Kdybychom chté-
li tvotit vyrazy i z dalsich vychozich vyrokovych funkci, které by nebyly
elementarnimi vyrokovymi funkcemi individui, upravili bychom definici
tfeba takto:

a) vychozi konstantni vyrokové funkce jsou vyrokové vyrazy

b) vychozi konstantni vyrokové funkce s vhodnymi vychozimi konstanta-
mi (at uz individui, nebo vyrokovymi funkcemi, piipadné jejich slozeni-
mi) na mistech svych proménnych jsou vyrokové vyrazy

c) negace a disjunkce vyrokovych vyrazt jsou vyrokové vyrazy

d) obecny kvantifikdtor vyrokového vyrazu obsahujiciho proménnou je vy-
rokovy vyraz
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e) vyrokovy vyraz, v némz néjaké konstanty nebo slozeni konstant nahra-
dime proménnymi, je vyrokovy vyraz

a potom opét rozlisili vyroky a vyrokové funkce:

f) vyrok je vyrokovy vyraz neobsahujici volné proménné
g) vyrokova funkce je vyrokovy vyraz obsahujici volné proménné

a po této upravé bychom uz zminénou vyrokovou funkci mohli brat jako
vychozi. Podobné bychom mezi vychozi vyrazy mohli vzit i vyroky, které
by pak nebyly pouhymi slozeninami z vyrokovych funkci a individui.

Pod dojmem toho, ze bychom povazovali vyroky a vyrokové funkce za
néjak takto definované, by nam jako vychozi pripadaly myslenky jednotli-
vych konstantnich i proménnych vyrazt.

§87

Podivejme se, co se o vychozich myslenkach a definovani doc¢teme v Prin-
cipia Mathematica:

Definice je vyhldseni, Ze jisty nové zavedeny symbol nebo sloZeni symbolit md
znamenat to samé, jako jisté jiné sloZeni symbolil, jejichZ smysl uz zndme."!

Jde tu o zavedeni nového vyrazu jako zkratky za slozeni uz znamych vyra-
zu. Tak, jak jsme definice v druhé kapitole predvedli. Zkracované vyrazy
predchazeji zkratky v tom, Ze jejich smysl zndme uz pied zavedenim zkra-
tek. A dale:

Je treba si vsimnout, Ze definice, prisné vzato, neni soucdsti pojedndni, v némz
se vyskytuje. Definice se totiZ zabyvd jenom symboly, ne tim, co symbolizuji. Na-
vic neni ani pravdivd, ani nepravdivd, nebot je vyrazem volby, ne vyrokem.

11 PM, s. 11: A definition is a declaration that a certain newly-introduced symbol or combination
of symbols is to mean the same as a certain other combination of symbols of which the meaning is
already known.
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[...] definice nejsou Zddnou soucldsti naseho pojedndni, ale, prisné vzato, jsou

pouhym typografickym usnadnénim.?

Mohli bychom se tplné obejit bez nich, pokud by pro nas nebyla stru¢nost
a pfehlednost vykladu dtlezita; vSechny vyrazy, které je obsahuji, umime
beze zmény smyslu rozepsat zpatky. Je nase volba, Ze své vyrazy pravé tak-
to zkracujeme. Kdybychom tedy povazovali nase definovani za odpovida-
ni na otazku ,.co je...?“ nebo ,co je podstata...?“, znamenala by tato otazka
»co se rozhodujeme zkrétit vyrazem...?“ a to je nejspis néco jiného, nez
jsme cekali.
Na druhou stranu podle autorti definice ukazuji to nejdilezitéjsi:

... Je nicméné pravda, Ze casto prindseji dilezitéjsi sdéleni, nez jaké je obsaZeno
ve vyrocich, v nichZ jsou uity. To md dvé priciny. Qaproé definice obvykle na-
znacuje, Ze definiens si zaslou#t pozorné uvdéeni. Tudiz soubor definic predsta-
vuje nds vybér témat a nase posouzent toho, co je nejdilezitéjsi. adruhé kdyZ je
definované (coz se Casto stavd) nécim uz blizkym, | ...| obsahuje definice analyjzu
bézné myslenky, a miZe byt tedy vyrazem vyznamného pokroku. [ ... V takovych
pripadech je definice ,urcovanim‘: ddvd urcitost myslence, kterd byla predtim
vice nebo méné vdgni."

Jinymi slovy: pravé z definic je vidét postup analyzy pfedvadéné v nasem
pojednani. To ale nic neméni na tom, Ze bychom se mohli obejit bez nich:
stejn¢ bychom postupné predvedli vSechna uvedena tvrzeni; nas vybér té-
mat by se nezmeénil, jen by jejich vyklad nebyl stru¢ny a piehledny. Nez
jsme se dali do analyzovani, tato témata nam uz byla blizka. Otazka ,,co

12 Tamtéz: It is to be observed that a definition is, strictly speaking, no part of the subject in which
it occurs. For a definition is concerned wholly with the symbols, not with what they symbolize. Moreo-
ver it is not true or false, being the expression of a volition, not of a proposition. | ...] the definitions
are no part of our subject, but are, strictly speaking, mere typographical conveniences.

13 Tamtéz, s. 11 a 12: ... it is nevertheless true that they often convey more important information
than is contained in the proposition in which they are used. This arises from two causes. First, a de-
Jinition usually implies that the definiens is worthy of careful consideration. Hence the collection of
definitions embodies our choice of subjects and our judgment as to what is most important. Secondly,
when what is defined is (as often occurs) something already familiar, [ ...] the definition contains
an analysis of a common idea, and may therefore express a notable advance. | ...] In such cases,
a definition is a making definite: it gives definiteness to an idea which had previously been more or

less vague.
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«

je...?“ nebo ,,co je podstata...?“ vztazend na tato témata by mohla zname-
nat ,jak analyzujeme...?“ nebo ,jak pomoci vychozich myslenek predvadi-
me...?* a nase zavadéni zkratek by ukazovalo postup odpovédi. Napt. za-

timco otazka
Co je implikace?
jako otazka po definici nasi vyrokové funkce je otazkou
Co se rozhodujeme zkratit vyrazem ,implikace®?
pfenaseni pravdivosti je jednou z analyzovanych myslenek, a proto otazka
Co je pfenaseni pravdivosti?
je otazkou
Jak pomoci vychozich myslenek predvadime pfenaseni pravdivosti?

a ze zavedeni implikace jako zkratky je postup nasi analyzy vidét.
At uz nam jde o kteroukoli z téchto otazek, vychozich myslenek se podle
textu netyka:

ProtoZe vsechny definice termint jsou provedeny pomoct jinych termini, kazdy
nekruhovy systém definic musi zacinat z jisté soustavy terminii nedefinovanych.
Je do jisté miry volitelné, které myslenky vezmeme v matematice jako nedefino-
vané; motivem, ktery povede nasi volbu, bude (1) sniZit co nejvice jejich pocet
a (2) ze dvou stejné velkych systémil vybrat ten, ktery vypada jako jednodussi
a snazsi. Nevime o Zddném zpiisobu jak dokdzat, Ze takovy a takovy systém nede-
finovanych myslenek jich pti takovych a takovych vysledcich obsahuje nejmeéné.
MiiZeme tedy jen vici, Ze takové a takové myslenky jsou nedefinované v takovém
a takovém systému, ale ne, Ze jsou nedefinovatelné.**

14 Tamtéz, s. 91: Since all definitions of terms are effected by means of other terms, every system of
definitions which is not circular must start from a certain apparatus of undefined terms. It is to some
extent optional what ideas we take as undefined in mathematics; the motives guiding our choice
will be (1) to make the number of undefined ideas as small as possible, (2) as between two systems in
which the number is equal, to choose the one which seems the simpler and easier. We know no way
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Kazda cast tohoto prohlaseni zaslouzi pozornost:

a) nékteré myslenky jsou nedefinované

b) vybirame si je

c) vybirame si je s ohledem na jejich co nejmensi pocet a na jednoduchost
a snadnost vykladu

d) neumime dokazovat, Ze nas vybér je v tomto ohledu nejlepsi

e) proto mluvime jen o nedefinovanosti v nasem postupu, ne o nedefinova-
telnosti

A jesté ostrejsi formulace nasleduje:

Vichozi myslenky jsou vyloZeny pomoci popisii, které maji ctendri ukdzat, co
Je minéno; tyto vyklady ale nejsou definicemi, protoze ve skutecnosti pouZivaji

myslenky, které vykladaji."s

Uvadéni vychozich myslenek nenf jejich definovanim, ale jen jejich ukaza-
nim.

Nase vychozi myslenky tedy nejsou definované a predchazeji nase dalsi
myslenky pravé v tom, ze z nich nas dalsi postup vychazi. Protoze jsme je
nevybirali podle ni¢eho jiného, nez podle jejich nizkého poctu a jedno-
duchosti a snadnosti z nich rozvinutého postupu, neptame se, zda jsou
opravdu vychozi.

§88
Dojem, ze uvadéni vychozich myslenek vyrazem

tim a tim... rozumime... to a to...

of proving that such and such a system of undefined ideas contains as few as will give such and such
results. Hence we can only say that such and such ideas are undefined in such and such a system,
not that they are indefinable.

15 Tamtéz, s. 91: The primitive ideas are explained by means of descriptions intended to point out
to the reader what is meant; but the explanations do not constitute definitions, because they really
involve the ideas they explain.
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je definovani, je zavadéjici, protoze tady zminéné myslenky predchazeji
nas$im vychozim myslenkam jinak: nejsou to vychozi myslenky naseho po-
stupu, ale jsou ndm uz blizké v tom, co analyzujeme a jak jsme se to roz-
hodli délat.

A dojem, ze bychom méli vyjit z myslenek jednotlivych konstantnich
a proménnych vyrazii a z nich nase vychozi myslenky definovat, je podob-
né¢ zavadéjici. Pokud nékteré z nich nasim vychozim myslenkam predcha-
zeji, jsou nam uz blizké jako zamyslené priklady.

§89

Druha otdzka, kterou si polozime, je: neméli bychom pridat dalsi pra-
vidla, tak aby byl kazdy krok v naSich diikazech podle néjakého z nich?
Pritom bychom tu za pravidlo povazovali predpis nebo popis predélavani
jednéch umélych vyrazt na jiné.

§90

V nasem postupu (opét od §§21 a 30) jsou pravidla véechna tvrzeni, at uz
zapsand umélymi vyrazy, nebo ne. Tvrzeni zapsana umélymi vyrazy pouzi-
vame nékdy jako pravidla a nékdy jako predpoklady pravidel, tvrzeni ne-
zapsand umélymi vyrazy pouzivame jenom jako pravidla, a proto je rovnou
i nazyvame ,pravidla®.

V prvnim stupni analyzy jsou mezi vychozimi kroky tvrzeni vyrokd,
o nichz mluvime jako o pravidlech

inference,
zachovani elementarnosti vyrokd,
identifikace proménné.

Pravidlo inference zni:

*1.1 Cokoli implikovaného pravdivym elementarnim vyrokem je
pravdivé
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*1.11 Je pravdiva jakakoli hodnota elementarni vyrokové funkce, kte-
ra je implikovana elementarni vyrokovou funkci, jejiz jakakoli
hodnota je pravdiva

Ob¢ podoby tohoto pravidla bereme jako pravdivé nepodminéné vyroky
a druhou z nich jen jako rozvinuti té prvni (viz §46). Pouzivame v nich
vyrazovou zkratku implikace, kterou jsme pravé pro toto pouziti zavedli.
Kdybychom se chtéli obejit bez ni a toto pravidlo zapsat ve vyrazech vy-
chozich myslenek, znélo by:

*1.1 Cokoli, co je v pravdivé disjunkci s negaci pravdivého elemen-
tarniho vyroku, je pravdivé

*1.11 Je pravdiva jakakoli hodnota elementarni vyrokové funkce, kte-
ra je v takové disjunkci s elementarni vyrokovou funkci, jejiz
jakakoli hodnota je pravdiva, jejiz jakdkoli hodnota je pravdiva.

(coz jsme uvedli v §47). Pravidla zachovani elementarnosti vyrokii znéji:

*1.7 Negace elementarniho vyroku je elementarni vyrok
*1.71 Disjunkce dvou elementarnich vyrokt je elementarni vyrok

a i o jejich rozvinuti do vyrokl o elementarnich vyrokovych funkcich by-
chom mobhli uvazovat (viz §49). Pravidlo *1.71 ale nefika, ze pti spojeni
dvou elementarnich vyrokovych funkci obsahujicich tutéz proménnou do
disjunkce se zachova identita proménné. To tikd az pravidlo identifikace
proménné

*1.72 Disjunkce dvou elementarnich vyrokovych funkci obsahujicich
tytéz proménné je elementarni vyrokova funkce obsahujici tytéz
proménné na puvodnich mistech v obou skladanych clenech.

(uvedené v §51). Na rozdil od pravidla inference nebo zkracenych zapist,
které pravidlo inference zahrnuji, pouzivame pravidla zachovani elemen-
tarnosti vyrokt a identifikace proménné v dtikazech zprvu tise.

O pravidle inference jsme (v §48) fekli, Ze jeho pouziti nemzeme uka-
zat na pifkladech, aniz bychom zacali — tfeba jen dodasné a pokusné —
k néjakym tvrzenim pfechazet. Jeho pouziti je néjakym tvrzenim.
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Mezi vychozimi kroky jsou i tvrzeni zapsana umélymi vyrazy a ta také
pouzivame jako pravidla. Rozdil mezi dvéma tlohami tvrzeni zapsanych
umélymi vyrazy je (podle §45) v tom, Ze piechazime-li od tvrzeni k jeho
instanci, pouzivame jej jako pravidlo, a prechazime-li od néj nebo od jeho
instanci k dal$im tvrzenim podle néjakého pravidla, pouzivame jej jako
predpoklad. Napriklad v ditkazu tvrzeni *2.06

*9.06 Fp=q) = ({(ga-n—-(p-n)

Diikaz:
*2.04 HCEOEI(CEIEI(EA)))

- (-~ q>nN->(-n)) 1)
*2.05 F@->nN->{p~>q~->(pP-n) (2
(1), (2),*1.11 HCEIYEI(CEDHEICES))

je prvni radek zdpisem piechodu k instanci vyrokové funkce tvrzené
v *2.04, a tvrzeni *2.04 tu tedy pouzivame jako pravidlo, druhy fadek tu je
jen zopakovanim tvrzeni *2.05 a tfeti fadek je zapisem piechodu k tvrzeni
zadniho ¢lenu implikace z prvniho fadku, tj. pouzitim pravidla inference
s pfedchozimi dvéma tvrzenimi zapsanymi umélymi vyrazy jako predpo-
klady. Postupujeme tedy tak, ze nejprve podle néjakého pravidla tvrdime
néjakou instanci vyrokové funkce v ném tvrzené, a toto tvrzeni potom po-
uzijeme jako predpoklad pro tvrzeni dalsi vyrokové funkce podle pravidla
inference.

Pti opakovaném fetézeni nékolika takovychto ptechodu, napft. tvrzeni
vhodné instance vyrokové funkce tvrzené v *2.05 a dvou inferenci, tento
postup v dikazech zkracujeme. V dtikazu tvrzeni *2.38

*9 .38 F(@@-n->{qvp)~(rvp)

Dikaz:
*2.06 F(@vp) = (pVva)

> {((pva) > (V)= (@vp) - (Vv (1)
*1.4 F(@vp)—(pVva) (2)
(1), (2),*"1.11 F((Ppva) = (Vvn)->(qvp)—>(pVvn) (3)
*2.05 F((pvr-(rvp)

- ({(@Qvp) = (Vv -=>(@Vvp)=>(Vvp)) (4)
*1.4 F(Vr) - (rvp) ®)
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(4), (6), *1.11 F{@vp) = (eVvn)~>(qvp) - (rVvp) (6)
(3), (6), *2.06 F(pva)—>(pvn)-((qvp)-(rvp) (7
*1.6 F@@->n->{pVva~>(pVn) (8)
(7), (8), *2.05 F(@—-r)-=>((qVvp)~(rvp)

je devaty radek zkrdcenym zapisem

*2.05 F(((pVva) = (VvnN)~>((qVp) - (rVvp))

> (((@=-nN->WpVva ->(pVn))

- (@->n-0vp) - (Vvp)) )]
(7), (9), "1.11 F(@->nN->pVva—->(pVvn))

- ({@->n~->(avp)~>(rvp)) (10)
(10), (8), *1.11 F(@—=1-(qvp)=(Vp)

a podobn¢ je tomu se sedmym fadkem. V téchto pfipadech pouzivame ja-
koby nové pravidlo

Cokoli (prvniho) je implikované tim (druhym), co implikuje néco (tfeti-
ho), ¢im je to (prvni) implikované

které je principem sylogismu (*2.05 nebo *2.06) spojenym se dvéma infe-
rencemi. Pfislusné tvrzeni zapsané umélymi vyrazy pak pouzivame v du-
kazu dvéma rtiznymi zpiisoby: jednou jako pravidlo, podle néjz tvrdime
instanci vyrokové funkce v ném tvrzené, to bylo na ¢tvrtém fadku diika-
zu, a podruhé jako pravidlo, podle néjz ptejdeme z néjakych predpokladti
k dal$imu tvrzeni. V rozepsané podobé diikazu jsou ale tato pouziti stejna:
jen na ¢tvrtém fadku bylo predpokladem jedné inference a na devatém
dvou po sob¢ nasledujicich.

Nepouzivame-li pravidla zachovani elementarnosti vyroki a identifika-
ce proménné tie, postupujeme v ditkazech takto (v celém diikazu tvrzeni

*2.01 2 §55):

*1.2 F(pVp)—p (1)
*1.7 Vyraz ~p je elementarni vyrokova funkce  (2)
(2), *1.72 Vyraz ~p V ~p je elementarni vyrokova

funkce (3)
(8), *1.7 Vyraz ~(~p V ~p) je elementarni vyrokova

funkce (4)
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(2), (4), *1.72 Vyraz ~(~p V ~p) V ~p je elementarni

vyrokova funkce ()
(5), *1.01 Vyraz (~pV ~p) = ~p je elementarni

vyrokova funkce (6)
(6), (1) F(~pV ~p) = ~p (7)
(7),*1.01 F(p—~p)—~p

Pouziti téchto pravidel je tu, na druhém az patém radku, tvrzenim vyroka
o smyslu umélych vyrazi; po zkraceni zapisu na Sestém fadku pak vysled-
né tvrzeni pouzijeme jako predpoklad pouziti tvrzeni *1.2, z prvniho fad-
ku, jako pravidla. I pouziti téchto pravidel tedy vychazi z néjakych predpo-
kladt, a to z pfedpokladti o smysluplnosti vyrazi, k jejichz tvrzeni chceme
jako k tvrzeni instanci né¢eho uz tvrzeného prejit.

Pfechazime i k tvrzeni vyrokli nezapsanych umélymi vyrazy, o nichz
mluvime jako o pravidlech (jeden piiklad je v §56):

*3.03 Konjunkce dvou elementarnich vyrokovych funkci obsahuji-
cich tytéz proménné, jejichz (téch funkci) jakékoli hodnoty jsou
pravdivé, je elementarni vyrokova funkce obsahujici tytéz pro-
ménné na pivodnich mistech v obou skladanych ¢lenech, jejiz
jakakoli hodnota je pravdiva

Tento prechod predvadime také jako dikaz:

*1.7 Negace té prvni je elementarni vyrokova
funkce (1)
*1.7 Negace té druhé je elementarni vyrokova
funkce 2
(1), (2), *1.72 Disjunkce jejich negaci je elementarni

vyrokova funkce obsahujici tytéz proménné
na ptivodnich mistech v obou skladanych

¢&lenech (3)
(3), *1.7 Jeji negace je elementarni vyrokova funkce (4)
2), (4), *1.72 Disjunkce negace té druhé a v predchozim
) g p

fadku uvedené negace je elementarni

vyrokova funkce obsahujici tytéz proménné

na ptvodnich mistech v obou skladanych
¢lenech (5)
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(1), (5), *1.72 Disjunkce negace té prvni a v ptedchozim
radku uvedené disjunkce je elementarni
vyrokova funkce obsahujici tytéz proménné
na puvodnich mistech v obou sklddanych
¢lenech (6)

(6), *1.01, *3.01 Implikace té prvni a implikace té druhé
a jejich konjunkce je elementarni vyrokova
funkce obsahujici tytéz proménné na
ptivodnich mistech v uvedenych skladanych

¢lenech (7)
*3.2 Fp- (@~ (pAQ) (8)
(1), (8) Implikace té prvni a implikace té druhé

a jejich konjunkce je elementarni vyrokova

funkce obsahujici tytéz proménné na

puvodnich mistech v uvedenych

skladanych ¢lenech, jejiz jakakoli hodnota

je pravdiva 9)
9), *1.11 Implikace té druhé a jejich konjunkce je

elementarni vyrokova funkce obsahujici

tytéz proménné na ptvodnich mistech

v uvedenych skladanych ¢lenech, jejiz

jakakoli hodnota je pravdivd (10)
(10), *1.11 Jejich konjunkce je elementarni vyrokova

funkce obsahujici tytéz proménné na

pavodnich mistech v obou sklddanych

¢lenech, jejiz jakakoli hodnota je pravdiva

Tvrzeni na prvnim az sedmém radku se tykaji smyslu vyrazd a tvrzeni na
osmém az jedenactém radku pravdivosti jejich hodnot. Vysledné pravidlo
je slozenim pravidel pouzitych v dikazu.

Pouziti tohoto pravidla by vypadalo napt.

*2.12 Fp—~~p (1)
*2.14 F~~p—>p (2)
(1), (2), *3.03 F(p—=~~p)A(~~p—-p)

a v jakémkoli takovémto piipadé bychom jej mohli rozepsat pomoci pu-
vodnich pravidel jako
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*2.12

%914

(1), *1.7

(2), *1.7

(3), (4), *1.72

(5), *1.7

(4), (6), *1.72

3), (7), *1.72

(8), *1.01, *3.01

(9), *3.2

(1), (10), *1.11
(2), (11), *1.11

Holecek

Fp—~~p )
F~~p—p (2)
~(p = ~~p) je elementarni vyrokova funkce (3)
~(~~p — p) je elementarni vyrokova funkce (4)
~(p = ~~p) V ~(~~p - p) je elementarni
vyrokova funkce obsahujici proménnou p

na ptivodnich mistech v obou skladanych
clenech %)
~(~(p = ~~p) V~(~~p = p)) je elementarni
vyrokova funkce (6)
~(~~p=>p) V~(~(p—=>~~p)V~(~~p—p))

je elementarni vyrokova funkce obsahujici
proménnou p na pavodnich mistech

v obou skladanych ¢lenech (7
~(p—=>~~p) V(~(~~p—=p) V~(~(p—=>~~p)

V ~(~~p = p))) je elementarni vyrokova

funkce obsahujici proménnou p na ptivodnich
mistech v obou sklddanych ¢lenech (8)
(p=>~~p) > ((~~p—=>p)>((p>~~p)A

(~~p = p))) je elementarni vyrokova funkce
obsahujici proménnou p na ptivodnich

mistech v obou skladanych ¢lenech 9)
(P —=~~p)=> ((~~p=>p)=> (P> ~~p)
A (~~p=p))) (10)

F(~~p—p) = ((p—>~~p)A(~~p—p)) (11)
F(p=>~~p)A(~~p—p)

Rozdil mezi tvrzenim *3.03 jako samostatného kroku a tim, ze by §lo jenom
o zkraceny zapis opakované fetézenych prechodt v diikazu, je v tom, Ze
takto patfi tvrzeny vyrok k vyctu myslenek, jejichz analyzu jsme predvedli.

V druhém stupni analyzy je mezi vychozimi kroky pravidlo inference,
které je rozsifené i na neelementarni vyroky a vyrokové funkce (jako *9.12
v §70), a dale pravidla

generalizace,
stejnosti typu,
nahrazovani konstant a proménnych.
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Pravidlo generalizace zni:

*9.13 Je pravdiva hodnota obecného kvantifikatoru vyrokové funkce,
jejiz jakakoli hodnota je pravdiva.

a bereme jej opét jako tvrzeni nepodminéného vyroku (viz §71). Jeho po-
uziti je néjakym tvrzenim, stejné jako pouziti pravidla inference. Pravidla
stejnosti typu

*9.14 Je-li vyraz obsahujici proménnou smysluplny, je smysluplny
s konstantou na jejim misté pravé tehdy, je-li tato konstanta stej-
ného typu jako tato proménna.

a nahrazovani konstant a proménnych

*9.15 Vyraz obsahujici néjakou konstantu je vyrok pravé tehdy, kdyz
je to s proménnou na jejim misté vyrokova funkce.

jsou tvrzenimi vyrokd o smyslu vyrazi (viz §§72 a 73). Bereme-li tato pra-
vidla jako podminéna, je jejich pouziti jako tvrzeni nepodminénych vyro-
ki az vysledkem rozmysleni. V postupu, kde je nepouzivame tise (jehoz
piiklad je v §77), je zapis kroku podle nich

mysl. negace Vyraz ~@x je vyrokova funkce (1)

(1), *9.14 Vyraz ~@a je smysluplny (kde a je
konstanta stejného typu jako proménna x
ve vyrokové funkci ~¢x)

zkracenym zapisem za

mysl. negace Vyraz ~@x je vyrokova funkce (1)

*9.14 Je-li vyraz ~@x smysluplny, je vyraz ~¢a
(kde a je konstanta stejného typu jako
proménna x ve vyrokové funkci ~¢x)
smysluplny pravé tehdy, je-li a stejného
typu jako x (3)
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1), (3) Vyraz ~@a (kde a je konstanta stejného
typu jako proménna x ve vyrokové funkei ~x)
je smysluplny pravé tehdy, je-li a stejného
typu jako x 4)
(4) Vyraz ~@a je smysluplny (kde a je konstanta
stejné¢ho typu jako proménna x ve vyrokové
funkci ~¢x)

Mohli bychom je ale brat, a pfipadné preformulovat, i jako nepodminéné
vyroky o tom, co stejného typu je a neni, co je a neni smysluplné, resp. co
je vyrokem a vyrokovou funkci; a jejich pouziti by pak bylo piimo tim tvr-
zenim, o které nam jde.

V druhém stupni analyzy pouzivame opét tvrzeni zapsand umélymi vy-
razy nékdy jako pravidla a nékdy jako predpoklady. Protoze proménné
jsou typové viceznac¢né (viz §79), jsou typové viceznacna i pravidla, kte-
ra je obsahuji. Jejich poutziti tedy bud tuto vicezna¢nost zachovavad, jako
napi. pii pfechodu (v dtikazu tvrzeni *10.24 z § 76)

*10.1 F VX ~@X > ~@y (1)
(1), *2.03 F @y = ~VX ~@X

nebo pfi ném proménné typové omezujeme, jak by to bylo napft. pfi pfe-
chodu

*10.1 F VX ~@X = ~@y (1)
(1) F Vx ~ xjde do 8koly — ~y jde do skoly

Shrneme-li to: v nasem postupu pravidla pouzivame tak, ze kazdy krok
v ditkazech je podle néjakého pravidla. Pravidla ale nejsou predpisy nebo
popisy predélavani jednéch umélych vyrazt na jiné.

§91

Mohli bychom mit ale dojem, Ze nase pravidla nezapsana umélymi vyrazy
mame brat jako podminéné vyroky o umélych vyrazech a jejich tvrzenich.
Napt. ditkaz tvrzeni *10.2 (z § 76, v némz ale pouzijeme vyslovné pravidlo
*10.13)
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*10.1 F VX @X = @y (1)
(1), *1.6 F(pV VX @x) > (pV ¢y) 2)
(2),*9.13 FYy ((PV VX 9X) > (PV 9Y)) 3)
(3),10.12, *1.01 F(pVVxex)—Vy(pVoey) (4)
%10.12 FYX (P V X) = (pV VX @X) ()

(4), (5), ¥10.13,74.01 FVx(pV @x) < (pV VX @X)

je zkracenym zapisem diukazu

*10.1 F VX QX = @y (1)
*1.6 F(Vx @x = @y) = ((pV VX @x) > (pV @y)) 2
(1), (2), ¥9.12 F(pVYXex) = (pV @y) ®3)
(3),*9.13 FVY ((pV VX @X) = (P V ¢Y)) (4)
(4), *1.01 FYY (~(PVVX@X) V (P V 9y)) ©)
*10.12 FVYY (~(pVVYX@xX)V (pV @y))

= (~(pVVYxex) VVy (pV ey)) (6)
(5), (6), *9.12 F~(pVVX@X)VVy(pVey) (7)
(7), ¥1.01 F(pVVX@X) = Vy (pV @y) (8)
*10.12 FVX (pV @X) = (pV VX @X) )
(8), (9), ¥10.13 F((pVVXxex)—>Vy(pVoy)Ax(pVex)

- (pV¥x ¢x)) (10)
(10), *4.01 FVX(pV @x) < (pV VX @X)

kde k tfetimu a sedmému radku prechazime podle pravidla inference
(*9.12), které bychom brali jako tvrzeni vyroku't

*9.12a Mame-li uz ,+ @x“ a ,,+ ex - Px*, budeme mit i ,,+ Px*

k ¢tvrtému fadku prechdzime podle pravidla generalizace (*9.13), které
bychom brali jako

*9.13a Madme-li uz ,+ @x“, budeme mit i ,,+ ¥x @x*

a k desatému fadku podle pravidla *10.13, které bychom brali jako

16 Pouzijeme znak ,a“ za ¢islem upraveného kroku ke zdlraznéni, Ze se jednd o jeho
alternativni podobu.
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*10.13a  Mame-li uz .+ @x* a .- Px“ a obsahuji-li vyrokové funkce
¢@x a Px proménné stejného typu, budeme mit i ,,F @x A Px“

a sviij postup bychom pretikali slovy

Na prvni fddku mame - Vx @x - @y“ a na druhém ,+ (Vx @x - @y) >
((pVVx@x) = (pV@y))*, a mame-li tato dvé tvrzeni, podle pravidla
*9.12a budeme mit i+ (p V ¥x @x) = (p V @y)“

a podobné bychom prefikali i prechod z patého a Sestého radku na sedmy;
dale bychom rekli

Na tfetim fddku pak mame .+ (p V Vx @x) = (p V @y)“, a mame-li toto
tvrzeni, podle pravidla *9.13a budeme mit i ,,- Vy ((p V Vx ¢x) =
(pVey)*

Na osmém fddku mdme ,,+ (p V Vx @x) = Vy (p V @y)“ a na devatém
SFVX(pV@x) - (pVVx@x)“, a mdme-li tato dvé tvrzeni, podle pravidla
*10.13a budeme mit za tichého ptedpokladu, Ze v nich tvrzené vyro-
kové funkce obsahuji proménné stejného typu, i ,,+ ((p V VX ¢x) = Vy
(PVey) A VX (pVEx) = (pV Vx@x))*

Toto jsou pravdivé vyroky o nasem diikazu. My bychom je ale nebrali
jako kroky v dikazu, ale jako jeho popisy nebo predpisy: bud bychom
se divali, zda to tak je, nebo bychom podle néj pridali dalsi radek, aby to
tak bylo.

Ptipadalo by ndm, Ze o pfechodech k fadkam (3), (4), (7) a (10) je fe¢
v nasich pravidlech. Mohlo by nam pak také pfipadat, Ze podobné by méla
byt v pravidlech fe¢ i o prechodech k ostatnim radktm. Prvni a devaty
radek jsou zapisy vychozich tvrzeni, a o jejich pouziti v ditkazech by po-
jednavalo pravidlo

*VT Je-li - @x* vychozi tvrzeni, budeme mit , @x“
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a pfechod podle néj bychom pferikali

»F VX @x = @y“ je vychozi tvrzeni, a podle pravidla *VT budeme mit
wF VX X > @y*

resp. podobné v piipadé devatého radku. Druhy a Sesty radek jsou zapisy
tvrzeni instanci uz tvrzenych vyrokovych funkci, a o pfechodu k tvrzeni
instanci by pojednavalo pravidlo!’

*INST  Mame-li uz ,,+ @x“ a je-li vyrokova funkce Px instanci vyrokové
funkce @x, budeme mit i ,,+ Px“

a prechod podle néj bychom pfeiikali

Miéme ,+ (q—> 1) > ((pV Q) = (pVvr)“, amame-li toto tvrzeni, podle
pravidla *ISNT budeme mit za tichého pfedpokladu, Ze (Vx @x = @y)
- ((pVVx@x) = (pV @y)) je instanci této vyrokové funkce, i ,,+ (Vx @px —
@y) > ((pVVx@x) > (pVey)*

resp. podobné v piipadé Sestého rfadku. Zbyva paty, osmy a desaty radek:
to jsou vysledky rozpisu zkratek nebo zkraceni podle definic, o prechodu
k nim by pojednavalo pravidlo

*DEF Mame-li uz ,,+ @x“ a je-li vyrokova funkce Px definiénim zkrice-
nim nebo rozpisem vyrokové funkce @x, budeme mit i ,,+ Px*

a ptechod podle néj bychom pfeiikali

Na ¢étvrtém fadku mame ,,+ Vy ((p V VX @x) = (p V 0y))“, a mame-li toto
tvrzeni, podle pravidla *DEF budeme mit za tiché¢ho piedpokladu, ze
vy (~(pV VX @x) V (pV @y)) je definicnim rozpisem této vyrokové funk-
ce,ikVy (~(pVVxex)V (pV @y))*

17 O ,pravidle substituce” viz napt. Church, A., Introduction to Mathematical Logic, Prin-
ceton University Press, 1956, s. 72 pro vyrokovou logiku a s. 218 pro predikdtovou logiku
prvniho fadu. Podobné pravidlo je i v Gédel, K., ,,Die Vollstindigkeit der Axiome des
logischen Funktionenkalkuls®, Monatshefte fiir Mathematik und Physik 37, 1930, 2, s. 350.
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resp. podobné v dalsich pripadech. Ted bychom mohli diikaz pfepsat tak,
aby na zacatku kazdého radku bylo napsané, jaké pravidlo o prislusném
pfechodu pojednava:

*10.1, *VT F VX @X = @y (1)
*1.6, *INST F (VX @x = @y) = ((pV VX @x) > (pV @y)) 2)
(1), (2), *9.12a F(pVVxex)— (pVoy) (3)
(3), *9.13a FVY ((pVVX@X)— (pV ey)) 4)
(4), *1.01, *DEF FVY (~(pVVX@X)V (pV ey)) (5)
*10.12, *INST FVY (~(pVVXOX)V (pV @y))

> (~(pVVYxex) VVy (pVgy)) (6)
(5), (6), *9.12a F~(pVVXxex)VVy(pV oy) (7
(7), *1.01, *DEF F(pVVxex)—Vy(pVey) 8)
*10.12, *VT FVX(pV @x) = (pVVX@X) 9)
(8), (9), ¥10.13a F((pVVx@x)—Vy(pVey))Ax(pVex)

- (pV VX X)) (10)

(10), *4.01, *DEF FVX (pV @x) © (pV VX @x)
a k dikazu bychom pripojili né¢kolik tichych pfedpokladi:

Vyrokova funkce (Vx @x — @y) = ((p V VX @x) = (p V @y)) je instanci
vyrokové funkce (q—=r) = ((pvq) > (pVr))

Vyrokova funkce Vy (~(p V Vx @x) V (p V ¢y)) je defini¢nim rozpisem
vyrokové funkce Vy ((p V Vx @x) = (p V @y))

Vyrokova funkce Vy (~(pV VX @x) V (p V @y)) = (~(p V VX @x) V Vy

(pV @y)) je instanci vyrokové funkce Vx (p V @x) = (p V Vx @x)
Vyrokova funkce (p V Vx @x) = Vy (p V @y) je defini¢ni zkratkou vyroko-
vé funkce ~(p V Vx @x) VVy (p V ¢y)

Vyrokové funkce (p vV Vx @x) = Vy (pV @y) a Vx (p V @x) = (p V VX @X)
obsahuji proménné stejného typu

Vyrokova funkce Vx (p V @x) < (p V ¥x ¢x) je defini¢ni zkratkou vyroko-
vé funkce ((p VVx @x) = Vy (pV @y)) A (¥Yx(pV @x) = (pV VX @x))

Tyto predpoklady bychom ale mohli v dikazu vyslovné uvést.
Pod timto dojmem by ndm tedy v nasi analyze chybéla pravidla

pouziti vychozich tvrzeni,
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instanciace,
nahrazeni podle definice,

(pti¢emz prvni dvé bychom mobhli spojit do jednoho, kdybychom brali vy-
rokovou funkci jako jeji vlastni instanci).

§92

Mohli bychom mit dale dojem, Ze oznaceni vyrazu za instanci néceho vy-
zaduje dalsi pravidlo, které by pojednavalo o dosazovani. Znélo by néjak
takto:

*DOS Vyraz je instanci vyrokové funkce, pravé kdyz vznikne dosa-
zenim takového vyrazu za vSechny vyskyty proménné v dané
vyrokové funkci, ktery je smysluplné hodnotu této proménné
(je-li to vyrok nebo individuum), nebo jehoz hodnoty jsou smy-
sluplné hodnotami této proménné (je-li to vyrokova funkce),
a v némz neni zadna proménna, kterd by se po dosazeni nové
stala vazanou

Vidime napt., ze vyraz
vy (~(PVVX@x) V (pV @y)) = (~(pV VX @x) VVy (pV ¢y))
je instanci vyrokové funkce tvrzené v *10.12
vx(pV @x) = (pV Vxex)
resp.
vy (pVey) = (pVVyey)

a vznikl dosazenim ~(pV Vx @x) za p a pV @y za @y; aby se proménna x
v dosazovaném vyrazu nestala vdzanou ve dvou vnofenych kvantifikato-

vivs

rech, pfejmenovali jsme nejprve tu vnéjsi na y. Kdybychom za p dosadili
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vyraz, ktery by kvantifikovanou proménnou obsahoval a ona by se nové
stala vazanou, napf. ¢x, vznikl by vyraz

VX (X V @x) = (X V VX pX)

ktery neni instanci piivodniho vyrazu. Mohlo by nam proto pfipadat, ze
nemame-li to dostate¢né zajisténo néjakym pravidlem jako *DOS, k tvrze-
ni *10.12 bychom méli pfidat podminku, Ze za p nesmime dosadit nic, co
obsahuje proménnou x:

*10.12a  Jestlize p neobsahuje x, pak + Vx (p V ¢x) = (p V Vx ¢x)

coz je pravdivy vyrok, stejné jako vyrok tvrzeny v *DOS.

§93

Potom bychom mohli mit dojem, Ze takovouto sadu pravidel, nebo néja-
kou sadu je$té propracovanéjsi, pouzivame k popisu nebo predpisu rozvi-
jeni dalsich tvrzeni z vychozich bez ohledu na to, jaka vychozi tvrzeni zvo-
lime. Mohli bychom zkouset pfidavat nebo ubirat rtizna vychozi tvrzeni
vyrokovych funkci zapsanych umélymi vyrazy a sledovat, k jakym tvrzenim
a jak snadno dojdeme. Délali bychom tak doc¢asné nebo pokusné prechody
(o nichz byla fe¢ v §48); kdybychom napt. méli jako vychozi jenom

*1a F(pva)—(qVvp)
*2a Fp—=p

umeéli bychom pfejit k

FpV~p
Diikaz:
*1a, *INST F(~pVp) = (pV~p) ©
*9a, *DEF F~pVp 2

(1), (2), *9.12a FpV~p
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tedy: z uvedenych dvou vychozich tvrzeni bychom pomoci pravidel instan-
ciace, defini¢niho nahrazeni a inference presli k dalsimu tvrzeni.

Pripadalo by nam, Ze ani nemusime zadné vyrokové funkce jako vychozi
tvrdit, protoze o nich umime mluvit podminéné. Rekli bychom:

Kdybychom méli ,,+ (pV q) = (qV p)“a,tp—p“jako vychozi tvrzeni,
meli bychom i .- pVv ~p“

To je pravdivy vyrok o tom, co by $lo délat s nasi sadou pravidel, a je sloze-
nim v ditkazu uvedenych pravidel.
Pod dojmem toho, ze takto popisujeme nebo predpisujeme dikazy, by
nam ptipadalo, ze tvrzeni a inference ani nemusime délat.
§94
Nebo bychom mohli mit dojem, Ze se nase pravidla viibec netykaji tvrzeni,

ale jen vyrazu a jejich vztahd. Nase vychozi tvrzeni zapsand umélymi vyra-
zy bychom brali jako schémata axiomd, tj. napft.

*1.4 F(pva) = (@QVp)

bychom brali jako

*1.4b Jakakoli instance vyrokové funkce (p Vv q) = (qV p) je axiom
nebo (jak bychom dnes rekli)

*1.4b Jakykoli vyraz tvaru (p Vv q) = (qV p) je axiom

a naSe tvrzeni, k nimz prechazime, jako schémata vyrazii odvoditelnych
podle dané sady pravidel z axiomd, tj. napi.

*2.08 Fp—op
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jako

*2.08b  Jakykoli vyraz tvaru p — p je odvoditelny podle dané sady pra-
videl z axiomt

Napt. pravidlo inference bychom pak brali jako

*9.12b  Jsou-li vyrazy tvaru ¢x a ¢x — Px axiomy, nebo jsou-li uz odvo-
ditelné podle dané sady pravidel z axiom1, je tak odvoditelny
i vyraz tvaru yix

a pravidlo *10.13 jako

*10.13b  Jsou-li vyrazy tvaru ¢x a Px axiomy, nebo jsou-li uz odvoditelné
podle dané sady pravidel z axiomil, a obsahuji-li proménné stej-
ného typu, je tak odvoditelny i vyraz tvaru @x A Px

.. atd.

§95

K tomu by se mohl piidat dojem, Ze nase pravidla mame brat jako vyroky
jenom o umélych vyrazech. Samotné pravidlo, napf.

*9.12 Cokoli implikovaného pravdivym pfedpokladem je pravdivé

je sice tvrzeni vyroku, ale pfipadalo by nam, Ze ten nepatfi k vyraztim, jichz
se tyka. Kdyby mél byt tento vyrok hodnotou proménné p napf. v tvrzeni

*2.08 Fp—p
z né¢hoz bychom piesli k instanci
*2.08 + Cokoli implikovaného pravdivym predpokladem je

pravdivé — Cokoli implikovaného pravdivym
predpokladem je pravdivé
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pfipadalo by nam to nepatiicné nikoliv z diivodu typové viceznacnosti,
ale protoze bychom to povazovali za michdni nasich vyrazi s témi, jichz se
tykaji. Ani nase dosavadni umélé vyrazy jako

OX A Px

by nepatfily k témto zvlastnim umélym vyraziim, protoze bychom je brali
jen jako jejich tvary (mluvili bychom o ,vyrazech tvaru ¢x A Px“). Nase
ptiklady jako

Petr jde do skoly
~ Petr jde do skoly
bychom potom brali jako umélé vyrazy jenom pripominajici vyroky bézné
feci, z nichz pochazeji.
Pod timto dojmem by nam ptipadalo, Ze popisujeme umély jazyk (dnes
bychom fekli ,,jazyk-objekt“).

§96
Podivejme se, co se o pravidlech do¢teme v Principia Mathematica:

Jakykoli vjrok mize byt bud tvrzeny, nebo jen uvafovany. Rikdm-li ,César
umftel®, tordim vyrok ,César umtel, kdyZ ale ¥ikam ,,César umtel‘ je vyrok®,
tordim néco jiného, a vyrok ,César umsel” uz neni tvrzeny, ale jen uvazovany.
Podobné v podminéném vyroku, napt. ,je-li a = b, pak b = a“, mame dva ne-
torzené vyroky, a to ,a = b“ a ,b = a*, zatimco tvrzené je to, Ze ten proni z nich

implikuje ten druhy."®

18 PM, s. 92: Any proposition may be either asserted or merely considered. If I say ,Caesar died*,
1 assert the proposition ,Caesar died*, if I say ,,Caesar died is a proposition®, I make a different
assertion, and ,, Caesar died“ is no longer asserted, but merely considered. Similarly in a hypothetical
proposition, e.g. ,if a = b, then b = a“, we have two unasserted propositions, namely ,a = b*“ and
»b = a“, while what is asserted is that the first of these implies the second.
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To se vztahuje na nase pravidla: zatimco jejich ¢asti tvrzené nejsou, ona
sama ano. Napf. v pravidle

*1.4 F(pvag)—>(qVvp)

netvrdime vyrokovou funkci (pV q), ani (qV p), ale ani netvrdime, ze tvr-
dime vyrokovou funkci (pVv q) = (qV p), tvrdime tuto funkci samu. Nase
pravidla tedy nejsou jenom vyroky o vyrazech, ale tvrzenimi vyrazt.

Na zacatku kapitoly *2 najdeme tuto tvahu:'

Diikazy pronich vyrokil z této kapitoly sestdvaji jednoduse z povsSimnuti, Ze jsou
instancemi obecnych pravidel danych v kapitole *1. V takovych pripadech ne-
Jsou tato pravidla predpoklady, protoZe tordi jakoukoli svou instanci a ne néco
Jjiného neZ své instance |...] Rozpozndni, Ze urcity vyrok je instanct néjakého
obecného vyroku drive dokdzaného nebo predpokladaného, je pro proces deduk-
ce z obecnych pravidel podstatné, ale samo nemiZe byt ustaveno jako obecné
pravidlo, protoZe jeho pozadované pouZiti je vidy jednotlivé a Zadné obecné pra-
vidlo nemiize explicitné zahrnovat jednotlivé pouziti.*

O vsech nasich tvrzenich se tu mluvi jako o pravidlech. Nejen, Ze nam ne-

chybi pravidlo instanciace, protoze co chceme tvrdit, uz tvrdime, ale jeho

nabizejici se formulace by stejné pfi svém uziti pfechod k instanci vyzado-

valy. Abychom pftesli od

*1.6 F@-n-((PVva-(Vvn) 1)

*1.6, *INST F (VX @x = @y) = ((pV VX @x) = (pV ¢y))

sz

19 Tedy na misté v PM, kde zacina dokazovani.

20 PM, s. 98: The proofs of the earlier of the propositions of this number consist simply in noticing
that they are instances of the general rules given in *1. In such cases, these rules are not premisses,
since they assert any instance of themselves, not something other than their instances [ ... The reco-
gnition that a certain proposition is an instance of some general proposition previously proved or
assumed 1is essential to the process of deduction from general rules, but cannot itself be erected into
a general rule, since the application required is particular, and no general rule can explicitly inclu-
de a particular application.



3. kapitola 121
potiebovali bychom instanci pravidla *INST

Miame-liuz .+ (q—=r) = ((pVvq) = (pVr)*ajeli vyrokova funkce

(Vx ex = @y) = ((p V Vx @x) = (p V @y)) instanci vyrokové funkce
(g=r-=(pVvQag) = (pVr)), budeme miti,+ (Vx @x = @y) = ((p V VX ¢x)
- (pVey)*

a k tomu musime udélat to, co jsme méli udélat rovnou. Z této uvahy je ale
také vidét, ze nepovazujeme pravidla za néco zcela jiného nez tvrzené vyro-
ky. Neni to tak, ze byt instanci je vztahem mezi umélymi vyrazy a ostatnich
pravidel se netyka.

Dale se podivejme na komentar k pravidlu inference

Neni to stejné jako ,je-li p pravdivy, pak je-li q implikovany p, q je pravdivy*.
To je pravdivy vyrok, ale plati prdvé tak, je-li p nepravdivy nebo neni-li q impli-
kovany p. Na rozdil od naseho principu neumoznuje tordit q prosté, bez jakékoli
hypotézy. NemiiZeme tento princip vyjadrit symbolicky, kromé jiného protoZe ja-
kykoli symbolismus s proménnou p poskytne jenom hypotézu, Ze p je pravdivy,
ale ne fakt, Ze je pravdivy.”

v némz je piimo feceno, zZe toto pravidlo neni podminény vyrok. I kdyz
by ptislusny podminény vyrok byl pravdivy, my tu tvrdime nepodminéné
zadni ¢len jakékoli tvrzené implikace, jejiz predni clen tvrdime. Nabizejici
se pfedstava do nekonecna se kupicich podminénych vyroki z Carrollova
paradoxu® také ukazuje, Ze nase tvrzené pravidlo inference patii k dikazu
stejné jako to, co podle néj tvrdime.

Nase pravidla tedy nejsou jen podminénymi vyroky o umélych vyrazech.

21 Tamtéz, s. 94: It is not the same as ,if p is true, then if p implies q, q is true®. This is a true
proposition, but it holds equally when p is not true and when p does not imply q. It does not, like the
principle we are concerned with, enable us to assert q simply, without any hypothesis. We cannot
express the principle symbolically, partly because any symbolism in which p is variable only gives the
hypothesis that p is true, not the fact that it is true.

22 Viz Russell, B., Principles of Mathematics, London, Routledge 2010 (ptivodni vydani
1903), §38, s. 36, kde je diskuse Carrollova paradoxu.
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§97

Dojem, zZe nasSe pravidla jsou podminénymi vyroky o umélych vyrazech
a jejich tvrzenich, resp. o predélavani jednéch na jiné, je zavadéjici, protoze
i kdyz bychom takové podminéné vyroky tvrdit mohli, pravidla pouzivime
jinak: tvrdime i samotné vyrazy a néktera nase tvrzeni jsou nepodminéna.

Proto je zavadéjici i dojem, Ze nam néktera takova pravidla chybi. Ne-
potfebujeme totiz pravidla k tomu, abychom kazdy krok v ditkazu popsali
nebo pfedepsali, ale k tomu, aby byl kazdy krok v dikazu pfedvedeny jako
jednotlivy pripad néjakého predchoziho nebo vychoziho kroku.

Dojem, ze na volbé vychozich tvrzeni nezalezi a nase pravidla stoji
mimo tato tvrzeni, je zavadéjici, protoze pravé pravidla jsou tim, co tvr-
dime. A pravé nase vychozi tvrzeni jsou tim, z ¢eho jsme se rozhodli vyjit.

A dojem, ze nase pravidla pojednavaji jen o vyrazech a jejich vztazich,
pripadné dokonce jen o umélych vyrazech a jejich vztazich, je zavadéjici,
protoze nam nejde o popis umélého jazyka, ale o predvedeni myslenek
a postupt dukazu.

§98

Treti otazka, kterou si polozime, je: jaky je rozdil mezi vyrokovymi funk-
cemi a vyrazy pro né? Samotné vyrokové funkce bychom tu povazovali za
néco jiného, nez jsou vyrazy pro né; napi. umély vyraz

pva

bychom povazovali za néco jiného, nez vyrokovou funkci disjunkce, pro
niz je to vyraz. Ptali bychom se totiz:

Je to vyraz pro vyrokovou funkci?
Ma smysl?
.. atd.

coz jsou jiné otazky, nez
Jak je to s pravdivosti hodnot této vyrokové funkce?

Jaké jsou jeji instance?
... atd.
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§99

V nasem postupu (od §§4 az 8) jsou umélé vyrazy pouzivané pro jednodu-
chost svého smyslu, pro snadnost opakovaného sklddani spojeného s po-
dobou zapisu a pro svou strucnost a piehlednost, ale jinak to jsou vyrazy
jako jakékoli jiné. Nékteré z nich jsou vyrokovymi funkcemi, tj. (podle
§13) vyrazy obsahujicimi néjaké proménné, z nichz by se po udéleni néja-
kych hodnot témto proménnym staly vyroky.

Mezi vychozimi myslenkami naseho postupu je (v §36) myslenka dis-
junkce jako myslenka vyrokové funkce, tedy vyrazu, ktery zapisujeme

pVq

a myslenka negace jako myslenka vyrokové funkce, tedy vyrazu, ktery za-
pisujeme

~pP

Z toho vidime, ze tyto umélé vyrazy jsou tim, co ve svych vychozich mys-
lenkach myslime.
Vyrazy, které jsou hodnotami téchto vyrokovych funkci, jako napf.

Petr jde do skoly v Petr nese knihu Michalovi
~ Petr jde do skoly

jsou elementarnimi vyroky, neobsahuji-li Zzidné proménné (viz §37). Vyra-
zy, které proménné obsahuji, napf.

Petr jde do skoly v p

bereme nékdy jako vyrokové funkce a nékdy jako jejich proménné hodno-
ty, tedy jako vyroky (viz §38). To zavisi na tom, jak tyto vyrazy myslime,
zda jako obsahujici proménnou, nebo jako obsahujici jeji hodnotu.

O vyrazech fikame, zZe jsou instancemi vyrokové funkce, kdyz ony samy
nebo vsechny jejich hodnoty jsou i hodnotami té vyrokové funkce. Napft.

Petr jde do skoly v p
Petr jde do skoly V Petr nese knihu Michalovi
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jsou oba instancemi disjunkce a pfechazime k nim (v §40) dosazovanim
dalsich vyrazt za proménné. Tyto vyrazy tedy nebereme jenom jako hod-
noty prislusné vyrokové funkce, ale i jako jeji instance, tj. zvlastni piipady.
Jsou to vyrazy jako ona sama, jen jsou v néjakém ohledu podrobnéji roz-
vedené, napft.

Petr jde do skoly v p

uz neni jakdkoli disjunkce, ale jen takova, ktera ma na misté predniho cle-
nu vyrok ,,Petr jde do $koly“. Pivodni disjunkci jsme mysleli tuto vyroko-
vou funkci i takové vyrokové funkce, které maji na misté predniho ¢lenu
néco jiného.

V druhém stupni analyzy je mezi nasimi vychozimi myslenkami (v §58)
myslenka obecného kvantifikatoru jako vyrokové funkce, tedy vyrazu, kte-
Iy zapisujeme

VX (X

a myslenka individui jako vyrazii, které nejsou samy ani vyroky, ani vyro-
kovymi funkcemi. I v tomto stupni analyzy jsou vyrazy tim, co myslime.

Vyrazy obsahujici proménné vyroky, proménné vyrokové funkce a pro-
ménna individua bereme opét nékdy jako vyrokové funkce téchto promén-
nych, a nékdy jako jejich hodnoty; ptipadné to délame riizné u riznych
proménnych. Napf. vyraz

®x

bereme nékdy jako vyrok, nékdy jako vyrokovou funkci proménné x, né¢kdy
jako vyrokovou funkci proménné ¢, a nékdy jako vyrokovou funkci dvou
proménnych xa ¢ (viz §§59 az 61). Navic je tento vyraz typové viceznaény
(viz §79): jak proménnou x, tak proménnou ¢ bereme v riznych ptipadech
jako proménné riiznych typt. Proménnou x bereme jako proménny vyrok,
a to jesté elementarni nebo riznym zplsobem neelementarni, proménné
individuum, nebo proménnou vyrokovou funkci, a tu je§té rtiznou podle
toho, jakého typu jsou jeji proménné a zda a jakym zptisobem je neelemen-
tarni; proménnou ¢ bereme jako proménnou vyrokovou funkci promén-
né x, ale jesté zalezi na tom, jaké dalsi proménné obsahuje. Jeden vyraz
tedy myslime rtizné a podle toho pak jiné vyrazy bereme jako jeho instance
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nebo ne. Bereme-li napf. x jako proménné individuum a ¢ jako proménnou
elementarni vyrokovou funkci, pak vyrok

Petr jde do skoly

je instanci vyrokové funkce @x, ale bereme-li je jinak, pak ne.

Tyto vyrazy potom postupné tvrdime jako vychozi kroky, nebo k nim
z vychozich tvrzeni prechazime.

Nékdy ale netvrdime samotné vyrazy, ale néco o nich. V definicich
(v §42) zavadime zkratky

*1.01 p — q je zkratka za ~pV q
*3.01 p Aq je zkratka za ~(~p Vv ~q)
*4.01 p < q je zkratka za (p = q) A (q = p)

a jim rozumime tak, Ze prvni vyraz bude mit stejny smysl jako druhy, ale

bude struc¢néjsi a prehlednéjsi, protoze celou sloZenou vyrokovou funkci

zapiSeme jako jednoduchou. Zavadime tedy zkracené vyrazy za to, co my-

slime jako slozené, abychom od této sloZenosti podle potieby odhlizeli.
Ve vychozich tvrzenich

*1.7 Negace elementarniho vyroku je elementarni vyrok
*1.71 Disjunkce dvou elementarnich vyrokt je elementarni vyrok

fikdme, ze hodnoty vyrokovych funkci negace a disjunkce jsou elementar-
nimi vyroky, tj. Ze tyto vyrokové funkce jsou elementarni (viz §49). To pak
vztahujeme i na jejich jakékoli slozeni. O takovych vyrazech tedy tvrdime,
Ze jsou elementdrni.

Ve vychozim tvrzeni

*1.72 Disjunkce dvou elementarnich vyrokovych funkci obsahujicich
tytéz proménné je elementarni vyrokova funkce obsahujici tytéz
proménné na puvodnich mistech v obou skladanych ¢lenech.

pak fikame, Ze prii spojeni do disjunkce zachovavame identitu promén-
nych. Opét tedy tvrdime néco o vyrazech, resp. o tom, jak tyto vyrazy
myslime. Zvlastni pfipady téchto tvrzeni potom pouzivame v dtkazech,
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v nichz vyslovné pouziti pravidel *1.7, *1.71 a *1.72 uvadime, napt. v da-
kazu tvrzeni *2.01

*1.2 F(pVvp)—p (1)
*1.7 Vyraz ~p je elementarni vyrokova funkce  (2)
(2), *1.72 Vyraz ~p V ~p je elementarni vyrokova

funkce (3)
(3), *1.7 Vyraz ~(~p V ~p) je elementarni vyrokova

funkce (4)
(2), (4), *1.72 Vyraz ~(~p V ~p) V ~p je elementdrni

vyrokova funkce ()
(5), *1.01 Vyraz (~pV ~p) = ~p je elementarni

vyrokova funkce (6)
(6), (1) F(~pV ~p) = ~p (7)
(7),*1.01 F(p—~p)—~p

po tvrzeni *1.2 nejprve postupné dokazeme, ze (~pV ~p) = ~p je elemen-
tarni vyrokova funkce, a az potom ji tvrdime jako instanci vyrokové funkce
tvrzené v *1.2.

Podobné ve formulaci i v ditkazu pravidla *3.03 (v §56) fikdme néco
o vyrazech. Netvrdime je jenom, ale tvrdime navic o nich, Ze obsahuji iden-
tifikované proménné:

*3.03 Konjunkce dvou elementarnich vyrokovych funkci obsahuji-
cich tytéz proménné, jejichz (téch funkci) jakékoli hodnoty jsou
pravdivé, je elementarni vyrokova funkce obsahujici tytéz pro-
ménné na pivodnich mistech v obou skladanych ¢lenech, jejiz
jakakoli hodnota je pravdiva

a v dikazu:
*1.7 Negace té prvni je elementarni vyrokova
funkce (1)
*1.7 Negace té druhé je elementarni vyrokova
funkce ()
(1), (2), *1.72 Disjunkce jejich negaci je elementarni

vyrokova funkce obsahujici tytéz proménné
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na ptivodnich mistech v obou sklddanych
¢lenech (3)

Vidime tedy, zZe k mysleni vyrazi patfi jak jejich kladeni, tak mysleni toho,

jak je myslime.

V druhém stupni analyzy zavadime dalsi zkratku za slozeni vyrokovych

funkci

*10.01

Ix @x je zkratka za ~Vx ~@x

a tim opét rikame, ze tyto vyrazy budou mit stejny smysl, pfestoze jsou

razné (viz §65). Dalsi definice (v §67) zkracuje piimo vyroky o tom, jaké

jsou vyrazy, resp. vyroky o jejich smyslu:

*9.131

To, ze dva vyrazy jsou stejného typu, je zkratka za to, ze jsou
oba individua, Ze jsou oba elementarni vyroky obsahujici jed-
no individuum, Ze jsou oba elementarni vyrokové funkce jed-
noho individua, Ze jsou oba elementarni vyroky obsahujici dvé
individua, Ze jsou oba elementarni vyrokové funkce jednoho
individua obsahujici jesté jedno konstantni individuum, Ze jsou
oba elementarni vyrokové funkce dvou individui... atd., tj. Ze
jsou oba elementarni vyroky nebo elementéarni vyrokové funkce
a obsahuji stejné pocty vyraza stejnych typt; a pokud to jsou
neelementarni vyroky nebo neelementarni vyrokové funkce, ze
jsou oba navic neelementarni ve stejném smyslu, tj. Ze jsou oba
vyroky obsahujici jedno vazané proménné individuum, Ze jsou
oba vyrokové funkce obsahujici jedno vazané proménné a jed-
no volné proménné individuum... atd., Ze jsou oba vyroky ob-
sahujici jednu vazanou proménnou stejného typu... atd.

Nejen tedy, ze o vyrazech néco tvrdime, ale témto svym tvrzenim vénu-

jeme takovou pozornost, ze si pfislusné vyrazy o vyrazech zkracujeme.

Napf. vyrok

Proménné x a y jsou stejné¢ho typu
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je zkraceny vyraz za cely dlouhy a induktivni vyraz uvedeny v definici vzta-
Zeny na tyto proménné. Tomuto vyroku rozumime jako vyroku o tom, jak
myslime tyto proménné.

V tomto stupni analyzy potom vychazime ze dvou dalsich tvrzeni o vy-
razech. Prvni z nich (v §72) je

*9.14 Je-li vyraz obsahujici proménnou smysluplny, je smysluplny
s konstantou na jejim misté pravé tehdy, je-li tato konstanta stej-
ného typu jako tato proménna

a druhé (v §73)

*9.15 Vyraz obsahujici néjakou konstantu je vyrok pravé tehdy, kdyz
je to s proménnou na jejim misté vyrokova funkce

Jejich zvlastni ptipady tvrdime v dtikazech, v nichz vyslovné pouziti téchto
pravidel uvddime, napt. v dtikazu tvrzeni *10.22 (jehoz ¢ast je v §77):

mysl. negace Vyraz ~@x je vyrokova funkce (1)
mysl. negace Vyraz ~x je vyrokova funkce (2)
(1), *9.14 Vyraz ~@a je smysluplny (kde a je

konstanta stejné¢ho typu jako

proménnd x ve vyrokové funkci ~x) (3)
predpoklad Proménna x ve vyrokové funkci ~¢x je

stejn¢ho typu jako proménnd x ve

vyrokové funkci ~{x 4)
(2), (4),*9.14 Vyraz ~ya je smysluplny (5)
(3), (5), mysl. disjunkce ~ Vyraz ~¢paV ~a je vyrok (6)
(6), mysl. negace Vyraz ~(~@aV ~\ya) je vyrok (7
(7), *9.15 Vyraz ~(~@xV ~x) je vyrokova funkce (8)

.. atd.
Vyrok o vyrazech je také tvrzeny v pravidle *10.13

*10.13 Obsahuji-li dvé vyrokové funkce proménné stejného typu
a jsou-li jakékoli jejich hodnoty (téchto funkci) pravdivé, ja-
kakoli hodnota jejich konjunkce obsahujici tytéZ proménné na
puvodnich mistech v obou sklddanych ¢lenech je pravdiva.
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které je obdobou *3.03, a v jeho dtkazu.

V nasem postupu tedy vyrokové funkce tvrdime jako vyrazy, zkracujeme
je a tvrdime i vyroky o nich, a i tyto vyrazy déale zkracujeme. Timto zptso-
bem vyrazy myslime.

§100

Mohli bychom ale mit dojem, Ze je-li néco vyrokova funkce, neni to vyrok.
Vyraz bud obsahuje volnou proménnou, nebo ne. Nejprve bychom tim mi-
nili rozdil mezi vyrazy

pPVg

Petr jde do skoly Vv Petr nese knihu Michalovi

z nichz ten prvni volné proménné obsahuje a druhy ne. Nasledné bychom
ovsem chtéli rozlisit, kdy ten prvni bereme jako vyrokovou funkci, a kdy jej
bereme jako jeji hodnotu, resp. kdy bereme které proménné jako obsazené
proménné a kdy jako hodnoty. Pfipadalo by nam, zZe jsou to rizné vyrazy.
A abychom je rozlisili, zapisovali bychom je rtizné, napf. pomoci stiisky
nad proménnou® v pfipadé, Ze ji bereme jako obsaZenou proménnou:

pva

by byl vyraz obsahujici dvé volné proménné, zatimco pV § by byl vyraz
obsahujici jednu volnou proménnou (v tomto piipadé q) a p v q by byl vy-
raz obsahujici jednu volnou proménnou (v tomto ptipadé p),a p v q by byl
vyraz viibec neobsahujici volné proménné, jen jejich hodnoty, tedy vyrok.

Také bychom chtéli rozlisit, kdy bereme tyto proménné jako promén-
né elementarni vyroky a jaké, a kdy jako proménné neelementarni vyro-
ky a jakym zplsobem neeclementarni... atd. Jinymi slovy: chtéli bychom
odstranit typovou viceznac¢nost nasich vyrazt. Opét bychom je zapisovali

23 Toto znaceni prebirame z PM.
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rizné, napi. pomoci hornich indext*, které by byly vyétem typt konstant
a vazanych proménnych obsazenych ve vyroku:

p[jedno konstantni individuum]

by byl elementarni vyrok obsahujici jedno konstantni individuum, zatimco
tfeba

p [jedno vazané proménné individuum]

by byl neelementarni vyrok obsahujici vazané proménné individuum a

p[jedno konstantni individuum, jedna vazana proménna elementarni vyrokova funkce jednoho individua]

by byl neelementarni vyrok obsahujici jedno konstantni individuum a jed-
nu vazanou proménnou elementarni vyrokovou funkci jednoho indivi-
dua... atd. VSechna naSe typové viceznacna tvrzeni by ted méla tolik po-
dob, kolika rliznymi zptisoby bychom je zapsali. Napf.

F p[jedno konstantni individuum] Vv ~p[jedno konstantni individuum]

by ted bylo jiné tvrzeni, nez

- p[jedno vazané proménné individuum] Vo~ p[jedno vazané proménné individuum|

a chtéli bychom v nich pak odlisit i zapisy disjunkce a negace, protoze by
to byly rizné vyrokové funkce.
Podobné bychom chtéli odstranit viceznac¢nost ze zapisu

®x

protoze jak ¢, tak x bereme v rtiznych ptipadech rtizné: jednak nékdy jako
obsazené proménné a nékdy jako jejich hodnoty, jednak typové viceznacné.

24 V dnesni teorii typti je podobné znaceni typt pomoci hornich indexd bézné.
Viz napt. Kamareddine, F., Laan, T., Nederpelt, R., cit. d., s. 216, nebo Landini, G., Russell’s
Hidden Substitutional Theory, Oxford: OUP 1998, s. 256.
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Pripadalo by nam tedy, Ze dosud jsme rtizné vyrazy zapisovali stejné,
a nyni je uz zapisujeme kazdy jinak.
§101
K tomu se mtze pridat dojem, ze fikame-li néco o vyrazech, napf.
Vyraz ~@x V @x je vyrokova funkce
nebo
a je konstanta stejného typu jako proménna x
jsou pouzité umélé vyrazy, tj. ~@xV @x, a a X, jenom vyrazy pro vyroko-
vou funkci, pro konstantu a pro proménnou, tedy pro vyrazy, nikoliv tyto
vyrazy samotné. Pripadalo by nam, Ze vyrazy pro vyrokovou funkci, pro
konstantu a pro proménnou jsou jiné vyrazy nez vyrokova funkce sama,
konstanta sama a proménnd sama. A abychom je rozliili, zapisovali by-
chom je rizné, napt. pouzitim néjakych uvozovek:®
T~@XV @x™

by byl vyraz pro vyrokovou funkci, zatimco

~@X V QX
by byla vyrokova funkce.

Pod dojmem toho, Ze jsme takto zapisem rozliili rizné vyrazy, by nam
nas postup pfipadal zmateny.*

25 O tzv. ,kvazi-uvozovkach® viz Quine, W. V., Mathematical logic, Revised edition, Lon-
don, Harward Univeristy Press 1981, s. 35 a dal.

26 Pro prehled o takovych diskusich viz Landini, cit. d. s. 261 a dal: napft. Je ,je stejného
typu® vyrokova funkce? atd.
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§102

Podivejme se, co se o vyrokovych funkcich docteme v Principia Mathema-
tica:

Otdzka po podstaté [vyrokové] funkce rozhodné neni snadnd. Ukazuje se ale,
Ze podstatnou charakteristikou [vjrokové] funkce je viceznacnost. Vezméme
napr: zdkon identity v podobé ,A je A, | ...] Je jasné, Ze psychologicky vzato jde
o jeden soud. Ale co mame tici o predmétu tohoto soudu? Nesoudime, Ze Sokrates
je Sokrates, ani Ze Platon je Platon, ani Zddny dalsi z jednotlivych soudi, které
Jsou instancemi zdkona identity. Nicméné kazdy z téchto soudii je jakoby v dosa-
hu naseho soudu. Ve skutecnosti soudime viceznacnou instanci vyrokové funkce
»A je A“. Zjevné mdme jednu myslenku, kterd nemd predmét urcity, ale md jako
svtij predmét neurcitou hodnotu [vyrokové| funkce A je A“.>

Vezmeme-li vazné, zZe podstatou vyrokové funkce je viceznacnost, potom
pro nas bude vyraz

pvq

viceznacny: jeho hodnotami jsou rtizné vyroky, kterymi by se stal po udeé-
leni hodnot proménnym p a q. Bereme-li jej jako hodnotu, bereme jej jako
viceznacny vyrok, a bereme-li jej v jeho viceznac¢nosti, bereme jej jako vyro-
kovou funkci. Chceme-li mluvit o napft. o jeho pravdivosti, bereme jej jako
vyrok, chceme-li mluvit napt. o tom, Ze ma rtizné hodnoty, bereme jej jako
vyrokovou funkci. Je to ale v obou pripadech jeden a tentyz vyraz.

27 PM, s. 39: The question as to the nature of a [propositional| function is by no means an

easy one. It would seem, however, that the essential characteristic of a [propositional] function

is ambiguity. Take, for example, the law of identity in the form ,A is A, [...] It is plain that,

regarded psychologically, we have here a single judgement. But what are we to say of the object of
the judgement? We are not judging that Socrates is Socrates, nor that Plato is Plato, nor any other
of the definite judgements that are instances of the law of identity. Yet each of these judgements is,

in a sense, within the scope of our judgement. We are in_fact judging an ambiguous instance of the
propositional function A is A“. We appear to have a single thought which does not have a definite
object, but has as its object an undetermined one of the values of the [propositional] function

WA is A”
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To potom vztahneme i na typovou viceznac¢nost. Nékdy bereme vyraz
jako vyraz néjakého typu, jen neni feceno jakého, a nékdy jej bereme jako
typové viceznacny. V obou pfipadech je to opét jeden a tentyz vyraz.

A dale se podivejme, co se doCteme o vyrazech o vyrazech. Kdy jsou
vyrokové funkce tvrzeny, jako tfeba v

F~@XV @X
a kdy néco tvrdime o nich, jako tfeba v tvrzeni
Vyraz ~@x V ¢x je vyrokova funkce

neni v textu rozliSeno riznym zapisem. Jenom v poznamce pod ¢arou na-
jdeme upozornéni, ze

Vsimnéme si, Ze vypovédi o smystuplnosti slovniho obratu obsahujictho ,@z“ se
tykaji symbolu 2%, a nevztahuje se na né tedy pravidlo, Ze podminkou smyslu-
plnosti je odstranitelnost funkcni viceznacnosti. Smysluplnost je vlastnost zna-
k.2

V uvedenych ptipadech tedy vyraz

~@XV @X

bereme rtizné: v prvnim jako vyrokovou funkci nebo vyrok, v druhém jako
vyraz (jinak fe¢eno: jako ,symbol“ nebo ,znak"). Chceme-li mluvit o tom,
zda a jak je smysluplny, mluvime o vyrazu jako o vyrazu, chceme-li jej jindy
jako néjak smysluplny tvrdit, udélame to. Uvedeny rozdil je pfitom néco,
¢eho si mame na svych tvrzenich vS§imnout, abychom mohli pokracovat
v analyze, a ne zména toho, co délame.

Tentyz vyraz tedy bereme rtizné.

s

28 Tamtéz, s. 48: Note that statements concerning significance of a phrase containing ,,pZ“ con-
cern the symbol @2, and therefore do not fall under the rule that the elimination of the functional
ambiguity is necessary to significance. Significance is a property of signs.
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§103

Dojem, Ze bereme-li néjaky vyraz rizné, méli bychom jej rozlisit na nékolik
riznych vyrazi a jimi se zabyvat zvlast, je zavadéjici, protoze my myslime
stale tentyz vyraz.

Proto je zavadéjici rozlisit vyraz pro vyrokovou funkci od vyrokové
funkce samotné: je to stale tentyZ vyraz, jen rizné mysleny. (Zavadi nds
$patné pfirovnani: mluvime-li o véci, pouzivame ,,pro ni“ vyraz, mluvime-
-li o vyrazu, pouzivame ,,pro néj“ vyraz. Je to ale jinak: jde-li nam o véc,
zabyvame se véci, je-li tou véci vyraz, myslime vyraz.)

§104

Nase analyza tedy neni studiem zvlastni struktury tvorené ,,pouhymi® znaky.

§105
Shrneme-li to:

a) uvedli jsme né¢kolik malo vychozich mys$lenek

b) jejich myslenim a postupovanim podle nich jsme piedvadéli dalsi mys-
lenky a postupy dikazt; dalezité piitom bylo, ze kazdy dalsi krok byl
predvedeny jako zvlastni pripad néjakého predchoziho kroku; vychozi
myslenky a vychozi kroky nam ale ptivodné nemusely byt nijak blizsi
nez ty, k nimz dochazime

c) toto predvadéni myslenek a postupt ditkazi je pohybem myslent, ktery
nepopisujeme, ale provadime

d) uzivame pfitom vyrazy, které maji smysl



Vidéli jsme tedy, co se v tomto pojeti logiky rozhodujeme délat, prohlédli
jsme si, jak to délame, a tim jsme se v tom pocvicili, a promysleli jsme né-
kolik otazek a dojmi, které to vyvolava a o nichz se domnivam, ze zbyte¢né
odvad¢ji pozornost. Snad to nékomu usnadni seznamovani se s logikou
a jeji promysleni tak, jak by to asi pomohlo mné.






Summary

The study presents an analysis of the logical ideas and of the processes
of conducting demonstrations in Principia Mathematica. In the first step,
the primitive ideas of elementary proposition, elementary propositional
function, assertion of elementary proposition, assertion of elementary
propositional function, disjunction and negation are introduced and the
theory of deduction is developed. In the second step, the primitive ideas
of proposition, propositional function, assertion of proposition, assertion
of propositional function, disjunction, negation, general quantifier and in-
dividual are introduced and the theory of apparent variables is developed.
The study than focuses on three questions arising from later approaches to
logic: the undefined status of primitive ideas, the non-descriptive and non-
-prescriptive use of rules and the original identity of expressions in both
their assertions and assertions about their meaning. Thus, the analysis is
presented not as a mathematical object, but as a path of thought.






Priloha 1
Rejstiik a glosar

U vybranych vyrazti uvadim jim odpovidajici anglickou podobu z Prin-
cipia Mathematica nebo ze sekundarni literatury (*); nejde o pieklady, ale

o odkazy:

byt stejného typu (being of the same
type) 17, 60-64, 66, 67,77, 78,
80, 82, 89-91, 109-110, 112, 114,
118, 127-128, 131

definice (definition) 13, 16, 26,
27, 33, 34, 36, 38, 44, 46, 47, 51,
60-61, 70, 73, 75, 81, 82, 83-102,
113-115, 117, 125, 127-128

disjunkce (disjunction) 12,13,
14, 16, 20-21, 22-24, 25, 27-28,
99, 30-31, 32, 33-48, 49-51, 52,
56-57, 58, 60-61, 65, 70-71,
77-78, 80, 84-85, 87, 89, 91-92,
94, 95-97, 103, 106-107, 123—
126, 128, 130

dosazeni (substitution®) 13,16, 24,
99, 31, 33-34, 37-38, 41-42, 44,
45, 51, 58-59, 65, 70, 82,
115-116, 119, 124, 132

dakaz (proof) 9,10, 11,12, 13,
14, 31, 32, 33-48, 49, 50-51, 68,
69-76, 77-79, 81, 82, 85-88,
100101, 102, 103-110, 111-114,
116, 117, 120-122, 125-129, 134

ekvivalence (equivalence) 13, 25,
60, 70-75, 84-87, 89, 91

elementarni vyrok (elementary
proposition) 12, 13-14, 15, 16,
19-21, 24, 25-96, 28, 29, 30-31,
32, 51, 52, 53-54, 55, 60-63,
64, 65, 69, 80-81, 83, 84, 89-90,
91-92, 95, 97, 102, 103, 108, 123,
124,125,127, 129, 130

elementarni vyrokova funkce
(elementary propositional func-
tion) 12,13, 14, 16, 19-20, 21,
23, 24, 25, 28, 29, 30-32, 33-45,
49, 50-51, 52, 53, 54, 60, 61-63,
64, 65, 67, 69, 80, 81, 84, 88-89,
90, 91-92, 94-97, 103, 105-108,
125-127, 130

existen¢ni kvantifikator (existential
quantifier’) 16, 59, 72-74, 89, 91

generalizace (generalization®) 16,
17, 65-66, 72, 108, 109, 111

hodnota (value) 11, 12,13, 14, 15,
16, 17, 19-20, 21, 22-93, 24, 95,
26, 27, 28-29, 30-31, 32, 33, 34,
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36, 38, 50-51, 52, 53-54, 55-57,
59, 62-65, 66, 78-79, 80, 81, 84,
91-94, 97, 103, 106, 107, 109, 115,
118, 122, 123-128, 129, 130, 132

identifikace proménnych (identifi-
cation of variables) 14, 31-32,
49, 51, 102, 103, 105, 126

implikace (implication) 13,16,
25-26, 27-28, 29, 32, 33-48, 50,
51, 60, 65, 70-74, 79, 80, 84-87,
89, 100, 102-103, 104-105, 107,
118, 121

individuum (individual) 15, 16,
53,55, 58, 60-64, 66—67, 80,
81-82, 89-90, 93, 94-98, 115,
124-127, 130

inference (inference) 14,16, 17, 26,
28-29, 30, 32, 34—45, 51, 65, 74,
84, 102-103, 104-105, 108111,
117-118, 121

instance (instance) 13,16, 17,
23-24, 25,28, 31, 32, 33-47, 49,
51, 52, 5859, 64—65, 6973, 78,
81, 84-86, 104-106, 113, 114,
115, 116, 117, 118, 120-121, 122,
123-126, 132

konjunkce (conjunction) 13,25,
35, 44-47, 50-51, 60, 70-75,
78-79, 84-85, 89, 91, 106-107,
126,128

konstanta (constant) 11, 15,17,
53,55, 61, 66, 67—68, 77, 78,
80, 81-82, 89-90, 94-98, 102,
108-110, 127-128, 130, 131

negace (negation) 12,13-14, 16,
20-21, 22-23, 25, 27-28, 29,
30-31, 32, 33-46, 50, 51, 52,
56-57, 59, 60, 61, 72-73, 77-78,

80, 81, 84, 87, 89, 92, 94-97, 103,
106-107, 109, 123, 125, 126, 128,
130

nepravdivy (false) 11,12, 15, 20,
91, 22-93, 25-26, 27, 31, 33-34,
38-39, 51, 52-54, 56-57, 59, 65,
91-94

obecny kvantifikator (general quan-
tifier’) 15,16, 52-54, 56, 59,
61, 66, 70-74, 77, 80-81, 89, 93,
94-97, 109, 124

paradox (paradox) 9, 81,91, 121

pravdivy (true) 11,12, 14,15,
16, 17, 20, 21, 22-23, 25-26, 27,
28-29, 30-31, 32, 33-39, 50-51,
52,54, 56-57, 59, 64—65, 66,
68, 78-79, 84, 91-94, 98, 100,
102-103, 106-109, 112, 116, 117,
118, 121, 122, 126, 128, 132

pravidlo (rule) 13-14,16, 17, 26,
28, 29, 30, 31, 32, 36-37, 49, 51,
65-66, 67-68, 69, 77, 79, 80, 81,
82, 84, 89, 91, 102-122, 126, 128,
133

proménnd (variable) 11,12, 13,
14,15, 16-17, 19-20, 21, 24,
25-26, 28, 30-31, 32, 34-43, 49,
50-51, 53, 54-55, 5657, 58,
59, 61, 63, 64—65, 66-68, 70, 77,
78-79, 80, 81-82, 89-90, 91-94,
95-98, 102, 103, 105-110, 112,
114, 115-116, 118, 123-128,
129-130, 131, 132

piehlednost (representation to the
eyesight) 10, 14, 26, 33, 41, 68,
84,99, 123,125

samoziejmost (obviousness) 13,33,
41, 68
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smysl (meaning) 9,13, 16, 17, 20,
26, 29, 54, 60-61, 66-67, 77,
78-79, 80, 81-82, 88-91, 94, 98,
99, 106-110, 115, 122, 123, 125,
127-128, 133, 134

smysluplny (significant) 17,
66-67, 77, 78-79, 80, 81-82, 106,
109, 110, 115, 128, 133

tvrzeni (assertion) 12,13, 14, 16,
17, 19-20, 25, 27-28, 29, 30, 31,
39, 33-48, 49, 50-51, 52, 59, 61,
64, 65, 66, 67, 68, 69-76, 77-78,
79, 80-81, 82, 83, 84-88, 91-92,
99, 102-110, 111-114, 115-116,
117,118, 120-121, 122, 125-128,
130, 133

typova viceznacénost (¢typical ambi-
guity’) 17, 80-81, 90, 110, 119,
124,129, 130, 133

umély vyraz (symbol) 9, 10,12, 13,
14, 15, 16, 19, 20, 26, 27, 28, 30,
33, 49, 69, 78, 80, 85, 88, 89, 91,
992-94, 102, 104-106, 110, 116,
117, 118-119, 121, 122, 123, 131

vazana proménna (apparent varia-
ble) 12,15, 19, 30-31, 52-54,
61, 63, 65, 70, 80, 89-90, 91-95,
97, 115-116, 127, 130

viceznaénost (ambiguity) 132

volna proménna (real variable) 15,
53, 56-57, 58, 61, 80, 89, 95,
97-98, 127, 129

vychozi myslenka (primitive
idea) 9,10, 11,12, 15,17, 19,
97, 30-31, 36, 51-52, 78, 80, 82,
83-84, 89, 91, 92-94, 98,
100-101, 102, 103, 123, 124, 134

vychozi krok, resp. vychozi tvrzeni
(primitive proposition) 11, 13,
14,16, 17, 25, 27, 28, 29, 30, 31,
32, 33, 34-41, 49, 52, 60-61, 64,
65, 66-67, 68, 69, 78, 82, 84, 102,
104, 108, 112-114, 116-117, 122,
125, 134

vyraz (expression) 9,11, 13,15, 16,
17, 20, 21, 23, 51, 52-53, 54, 55,
56, 58, 60-63, 66—67, 68, 77-78,
80, 81-82, 83-85, 88, 89-91,
92-94, 95-98, 99-100, 101-102,
108110, 115-116, 117, 118-119,
120121, 122, 123-129, 131,
132-133, 134

vyrok (proposition) 11,12, 14, 15,
16, 17, 30, 49, 52-54, 56-57, 58—
59, 60, 61-64, 65, 66, 67-68, 69,
74,717, 78, 80-81, 82, 83, 88-90,
91-94, 95-98, 102-103, 106, 108,
109, 110, 111-112, 115-116, 117,
118-119, 120-121, 122, 123-125,
127-129, 130, 132133, 134

vyrokova funkce (propositional
Sunction) 11,12, 13, 14-15, 16,
17,19, 52-54, 55, 56, 57, 58-59,
60, 61-64, 65, 66, 67-68, 69-73,
77-178, 79, 80-81, 82, 83-90,
92-94, 95, 97-98, 100, 108-110,
112-115, 116-117, 120-121, 122,
123-129, 130, 131, 132-133, 134

zkratka (abbreviation) 10, 13, 16,
25-26, 29, 33-35, 38—42, 44-45,
59-60, 61, 69-70, 83-91, 97,
98-100, 103, 113-114, 125, 127
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Jako zékladni vydani
Rocenky pro filosofii a fenomenologicky vyzkum
dosud vyslo:

vevy

— podrobnéjsi informace o jednotlivych publikacich
(dostupnost, ceny, anotace, zoyhodnéné nabidky)
naleznete na strankdch internetového obchodu
www.eshop.togga.cz

Ale§ NOVAK (ed.)

Rocenka pro filosofii a fenomenologicky
vyzkum 2011

Rotenka pro losof 140 stran, vol. 1
a fenomenologicky vyzkum
Rocenka pro filosofii a fenomenologicky
vyzkum je novou publikac¢ni platformou zivého
badani v oblasti ¢eské a slovenské filosofie.
Autory prvniho svazku, ktery se koncentruje
kolem problematiky ¢asovosti lidské existence,
jsou Ladislav Benyovszky, Tomas Holecek,
Klement Mitterpach, Ales Novak, Jaroslav

Novotny, Marie Pétova, Vaclav Zajic a Richard
Zika. Ve svych ptispévcich promysleji bud

v historickém kontextu (Anaximandros,
Aristotelés, Liber de Causis, Descartes,
Holderlin, Heidegger) nebo svébytné souvislost
Casu a feci, Casu a jednani, ¢asovosti a prirody,
védomi ¢asu a vnimani prostoru. Pozoruhodné
jsou piedevsim originélni deskripce jednak
fenoménu ¢ekani a jednak promén vyznamu
pfi vnimani prostoru v situacich, kdy takzvané
mame, nebo nemame c¢as.



Rocenka pro filosofii

a fenomenologicky vyzkum

Roéenka pro filosofii
a fenomenologicky vyzkum

Ales NOVAK (ed.)

Rocenka pro filosofii a fenomenologicky
vyzkum 2012

170 stran, vol. 2

Rocenka pro filosofii a fenomenologicky
vyzkum je novou publika¢ni platformou
zivého badani v oblasti ¢eské a slovenské
filosofie. Autory druhého svazku jsou Ladislav
Benyovszky, Tomas Holecek, Jakub Marek,
Ales Novak, Jaroslav Novotny a Vaclav Zajic.
Ve svych ptispévcich pokazdé jinak, ale
vzdy konkrétné dokazi odpovidat na otazky
zkoumajici zivost, Zivotaschopnost, a tedy
poctivost dané filosofické pozice, tematizace
a prace.

Ales NOVAK (ed.)

Rocenka pro filosofii a fenomenologicky
vyzkum 2013

242 stran, vol. 3

Treti roénik Rocenky pro filosofii

a fenomenologicky vyzkum mél opét tii hlavni
bloky: Prvni se vénoval mysleni Edmunda
Husserla (mj. pfinasi komentat k Husserlovu
pojednani Filosofie jako pfisnd véda, které
vychazi zaroven s Ro¢enkou III/2013), druhy
tematizoval ,limity transcendence® (konkrétné
na piikladech dila Maxe Picarda, Egona
Bondyho a filosofického zenu-buddhismu)

a ve tfetim byly pfedstaveny dil¢i studie

k filosofické antropologii, filosofii logiky

a kunsthistorii. Autory svazku jsou Ales
Novidk, Richard Zika, Tatana Petfickova, Nicol
Svarovska, Petra Tabotikova, Radek Suchy,
Vaclav Zajic, Josef Matousek, Tomas Holecek
a Ondfej Vasa.



Jako Supplementa
Rocenky pro filosofii a fenomenologicky vyzkum
dosud vyslo:

vevy

— podrobnéjsi informace o jednotlivych publikacich
(dostupnost, ceny, anotace, zoyhodnéné nabidky)
naleznete na strankdch internetového obchodu
www.eshop.togga.cz

Richard ZIKA

Jednota transcendence

Studie k chapéni transcendence ve Fenomenologii
vnimdni Maurice Merleau-Pontyho

102 stran, Supplementum I

Jednota transcendence

Zamérem predkladané publikace je vyjasnit
chdpani transcendence ve Fenomenologii vnimdni
Maurice Merleau-Pontyho. Na jedné strané¢ ma
tematizace tradi¢niho filosofického terminu
pfispét k porozuméni celku zvoleného dila a na
druhé ma vybér jednoho z nejvyznamnéjsich
fenomenologickych dél napomoci k porozuméni
terminu. Zkoumani reflektuje jednotliva
pouziti zvoleného terminu ve Fenomenologii
vnimdni, vyzdvihuje jejich souvislost a ziskané
porozuméni opatrné pienasi i tam, kde

sam Merleau-Ponty termin ,transcendence’

nepouziva.

Richard Zika




Heidegger v dialogu

Nové perspektivy interpretace

myslen Martina Heideggera

Ales NOVAK (ed.)

Heidegger v dialogu

Nové perspektivy interpretace mysleni
Martina Heideggera

212 stran, Supplementum IT

Filosofie se rodi v dialogu a pouze v ném
zustava nadale ziva. Klast otazky patii

k zékladnimu étosu opravdové filosofické

prace, ktera se nesmi zastavit pted zadnou
autoritou. Klast filosofické otazky Martinu
Heideggerovi se ¢asto vsak redukuje na (vposled
opravnéné) moralni a politické ostouzeni,
obvinovani a odmitani bez samotného zabyvani
se zalezitosti jeho mysleni. Nicméné politické
pohorseni tak pfi v§i legitimnosti mnohdy slouzi
pouze jako alibismus maskujici skute¢nou
neochotu ¢i neschopnost zabyvat se jeho
naro¢nym, a pieci pfinosnym filosofovanim.
Kdyz je Heideggerovo mysleni poctivé a kriticky
dotazovano ,sine ira et studio®, ukazuje se jako
produktivni a inspirativni. Mezinarodni kolektiv
autorti predstavuje nové perspektivy, ze kterych
recentni badatelsky zajem pohlizi na konkrétni
aspekty Heideggerova mysleni. Autory
jednotlivych kapitol uvadéjicich Heideggerovo
mysleni do konkrétnich forem dialogu jednak

s jinymi déjinnymi autoritami, jednak specialné
s novovékou (piirodo)védou, jsou Ladislav
Benyovszky, Jana Kruzikova, Jakub Marek, Ales
Novak, Peter Trawny a Holger Zaborowski.

— uvedené tituly je mozné pohodiné zakoupit a nechat si je zaslat
postou prostiednictoim elektronického obchodu na nasich

internetovych strankdch www.togga.cz

anebo primo na adrese www.eshop.togga.cz

- plati do vyproddni nakladu -

- knihy budou odesldany dle poZadovaného zpiisobu doddni a platby

obykle nejpozdeji do 17 dnil ode dne objedndni -

- postovni poplatky nebudou tctovany -
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