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Tento ucebni text nema samostatny smysl; ma slouzit jen jako pomiicka pro pripravu ke zkousce.



1.

Budeme se zabyvat vyrazy, jejichZ vyznam je natolik pevny a natolik v nasich rukou, nakolik po-
trebujeme.

2.
Rozlisime tfi druhy vyrazi:

* Vyroky jsou vyrazy, jimiz bychom néco fikali. Naptiklad ,Petr jde do Skoly.“ berme jako
vyrok. (Pro vyroky budeme pozivat proménné p, q, r, ...)

* Vyrokové funkce jsou vyrazy obsahujici proménné, z nichz se stanou vyroky, udélime-li jejich
proménnym néjaké hodnoty. Naptiklad ,,z jde do Skoly.* berme jako vyrokovou funkci, ktera
se stane vyrokem, pokud proménné x udélime hodnotu , Petr“. (Pro vyrokové funkce budeme
pouzivat proménné ¢, 1, X, ...a budeme-li chtit vyznacit, jaké proménné obsahuji, zapiSeme
je k nim, napiiklad pzy je funkce dvou proménnych z a y.)

* Individua jsou vyrazy, které nejsou ani vyroky, ani vyrokové funkce. Napftiklad ,,Petr” nebo
»Skola“ berme jako individua. (Pro individua budeme pouzivat proménné z, vy, z, ...)

3.

Nadale se ale nebudeme zabyvat vyroky pfimo, budou pro néas jenom zamyslenymi hodnotami vy-
rokovych funkei, tj. tim, ¢im se vyrokové funkce stanou po udéleni hodnot proménnym. Stejné
tak nebudeme uvazovat o zddnych konstantnich individuich, a proto pro né obvyklé znaky a, b,
¢, ...budeme pouzivat také jako proménné.

4.

Zamétime se piredevsim na tii vychozi vyrokové funkce:

* Negace je vyrokova funkce jedné proménné pro vyroky, jejiz hodnotou je vyrok, jimz bychom
popirali ptivodni vyrok. (Negaci zapisujeme ~p a ¢teme ,ne p“.) Naptiklad ~ ,Petr jde do
Skoly.“ je vyrok , Petr nejde do Skoly.“.

* Disjunkce je vyrokova funkce dvou proménnych pro vyroky, jejiz hodnotou je vyrok spoju-
jici ptivodni vyroky tak, ze bychom jim fikali aspon jeden z nich, a tedy ptipoustéli popieni
nejvyse jednoho z nich. (Disjunkci zapisujeme p V ¢ a ¢teme ,,p nebo ¢, pfi¢emz mame na
mysli tzv. nevylucovaci nebo.) Napiiklad ,Petr jde do skoly.“ VvV ,Michal jde do skoly.“ je
vyrok , Petr jde do Skoly nebo Michal jde do skoly*, kterému rozumime jako ,,Aspoii jeden z
nich tam jde“.

» Obecny kvantifikator je vyrokova funkce jedné proménné pro vyrokové funkce, jejiz hod-
notou je vyrok, kterym bychom fikali vSechny vyroky, které jsou smysluplnymi hodnotami
puvodni funkce. (Obecny kvantifikator zapisujeme Vrpx a ¢teme ,pro kazdé x, px“; o x fi-
kame, Ze je v kvantifikatoru vazana, a pouzivame ji k vyznaceni toho, z hodnot jaké proménné
vznikaji ty hodnoty funkce.) Napiiklad Vx ,,x jde do Skoly.* je vyrok , Pro kazdé z, x jde do
Skoly.“, kterému rozumime jako ,,VSichni jdou do skoly.*



5.

vvvvvv

ze negace a obecny kvantifikator maji prednost pted disjunkci, neni-li zdvorkami urceno, Ze je to
naopak. Napftiklad tedy

P
~pVq

~(pVq)

Vr~px

~Yrpr

Vrpzr V x

Va(pz V)
Va(ox Ve~ (e V ~pr))

jsou vyrokové funkce: negace negace vyroku p, disjunkce negace vyroku p a vyroku ¢, negace
disjunkce vyroku p a vyroku ¢, obecné kvantifikovana negace vyrokové funkce ¢, negace obecné
kvantifikované vyrokové funkce ¢, disjunkce obecné kvantifikované vyrokové funkce ¢ s hodnotou
vyrokové funkce 1) pro proménnou x (v tomto piipad¢€ kvantifikator nedosdhne na x v ¢« a o takové
proménné fikame, Ze je volna), obecné kvantifikovana disjunkce vyrokovych funkci ¢ a ¢ (v tomto
pfipad¢ je x naopak vazana ve px i v ¢x) a obecné kvantifikovana disjunkce vyrokové funkce ¢ a
negace disjunkce vyrokové funkce 1/ a negace vyrokové funkce .

6.

Pti tvahach o vyrokovych funkcich vice proménnych zalezi na potfadi, v némz proménné zapisu-
jeme. Napftiklad tedy

Yrpry
Vrpyx
Voe~Yypxy
Ve~Yypyx

jsou vyrokové funkce: hodnota obecné kvantifikované (pfes proménnou na prvnim misté) vyrokové
funkce ¢ pro proménnou y na druhém misté, hodnota obecné kvantifikované (pfes proménnou na
druhém mist¢) vyrokové funkce ¢ pro proménnou y na prvnim misté, obecné kvantifikovana (ptres
proménnou na prvnim misté) negace obecné kvantifikované (ptes proménnou na druhém mist¢) vy-
rokové funkce ¢, obecné kvantifikovana (pfes proménnou na druhém misté) negace obecné kvan-
tifikované (pfes proménnou na prvnim misté) vyrokové funkce ¢. Kdybychom udg¢lili proménné ¢
hodnotu ,,bere si pomeranc¢ od“, pak by to byly dvé vyrokové funkce: ,Kazdy si bere pomeranc od
y.“ a .y si bere pomeranc od kazdého.“, a dva vyroky: , Kazdy si ne od kazdého bere pomeranc.,
coz Cesky tikame spiSe jako ,,Nikdo si nebere pomeran¢ od kazdého.“, a ,,0d kazdého si ne kazdy
bere pomeranc.*“, coz ¢esky fikame spise jako ,,Od nikoho si nebere pomeran¢ kazdy.“.

7.
Nekteré slozené vyrokové funkce ozna¢ime zkratkami a pojmenujeme:
* Konjunkce je zkratka za ~(~p \V ~q), zapisujeme ji p A g a éteme ,p a ¢“.

» Implikace je zkratka za ~p V q, zapisujeme ji p — ¢ a cteme ,.kdyz p, pak ¢“.



* Ekvivalence je zkratka za (p — q) A (¢ — p), zapisujeme ji p <> ¢ a Cteme ,p, pravé kdyz

13

q“.

* Existencni kvantifikator je zkratka za ~Vr~px, zapisujeme ji drpx a ¢teme ,,pro nékteré x,

13

.

8.

vvvvvv

umime rozepsat zkratky tak, abychom dostali vyrokovou funkci slozenou jen z vychozich vyroko-
vych funkci. Napftiklad

(pVp)—p
~((pVq) =)
(pAa) = (gAr)
(PAq) < (qgAr)
~drpx
VaIy(~px A )

rozepiSeme jako

~(pVp)Vp

~(~(pVaq)Vr)

PV vg) V(g Vo)

~(~ (e (p Vg) V(g Vosor)) Vs (oo (g Voor) Vs (~p V vg)))
~~Nr~px

VarNyrons(~ropr V ~)T)

9.

Vyrokové funkce zkoumame s ohledem na to, zda jsou vnitiné slucitelné, tj. zda bychom vyroky,
kterymi se stanou, néco nefikali a nepopirali soucasné. Zkouméame je pomoci stromt, coz jsou je-
jich postupné rozklady. V koteni stromu bude rozkladana vyrokova funkce a jeho vétve budou ji
pfipousténé varianty posloupnosti vyrokovych funkei, na které ji rozlozime. Pokud na kazdé vétvi
najdeme n¢jakou vyrokovou funkci 1 jeji negaci (o takové vetvi fikdme, Ze je uzaviena), a nezbude
tedy zadna pfipousténa varianta, pozname, ze zkoumana vyrokova funkce je vnitiné neslucitelna.
Pokud najdeme asponi jednu vétev, na niz uz bude rozlozené vSechno, co na ni lze rozlozit (o té vétvi
fikdme, Ze je nasycend), a kterd pfitom nebude uzaviend, pozname, zZe zkoumana vyrokova funkce
je vniting slucitelna. Pi rozvijeni stromt sledujeme tato vychozi pravidla:

» Samotnou negaci uz dale nerozkladame.

* Disjunkci rozlozime tak, ze strom rozdélime na dvé vétve, na néz piidame jednotlivé Cleny
disjunkce.

» Obecny kvantifikator rozlozime tak, ze na vétev postupné pridame kvantifikovanou funkci s
dosazenim vsech volnych proménnych pro individua, které se na vétvi vyskytuji. Pokud na
vétvi dosud Zadna volna proménna pro individua neni, tak si néjakou vymyslime. Pokud se v
dal$im rozkladu dalsi volné proménné pro individua na vétvi vyskytnou, dosadime je také.

» Negaci negace rozlozime tak, ze na vétev pridame ptivodné negovanou vyrokovou funkci.



* Negaci disjunkce rozlozime tak, Ze na vétev postupné¢ piiddme negace obou ¢lenti disjunkce.

* Negaci obecného kvantifikatoru rozlozime tak, Ze na vétev pridame negaci kvantifikované
funkce s dosazenim nové (tj. takové, ktera se dosud na vétvi nevyskytuje) volné proménné
pro individua.

10.

Rozkladame-li vyrokové funkce, v nichZ pouzivame zkratky, mizeme je bud’ nejprve rozepsat, nebo
sledovat tato odvozena pravidla:

» Konjunkci rozlozime tak, Ze na vétev postupné pfidame oba jeji Cleny.

* Implikaci rozlozime tak, ze strom rozdélime na dvé vétve, na jednu pfidame negaci piedniho
¢lenu implikace a na druhou zadni ¢len implikace.

* Ekvivalenci rozlozime tak, ze strom rozdélime na dvé vétve, na jednu pfidame postupné oba
¢leny ekvivalence a na druhou postupné negace obou jejich ¢lent.

* Existencni kvantifikator rozloZime tak, Ze na vétev pfidame kvantifikovanou funkci s dosa-
zenim nové volné proménné pro individua.

* Negaci konjunkce rozlozime tak, Ze strom rozdélime na dvé vétve, na jednu pridame negaci
ptedniho ¢lenu konjunkce a na druhou negaci jejiho zadniho ¢lenu.

* Negaci implikace rozlozime tak, ze na vétev postupné pridame jeji predni ¢len a negaci jejiho
zadniho ¢lenu.

* Negaci ekvivalence rozlozime tak, ze strom rozdélime na dvé vétve, na jednu pfiddme po-
stupné prvni ¢len ekvivalence a negaci jejiho druhého ¢lenu a na druhou postupné negaci
jejiho prvniho €lenu a jeji druhy ¢len.

* Negaci existencniho kvantifikatoru rozlozime tak, ze na vétev postupné piridame negace kvan-
tifikované funkce s dosazenim vsech volnych proménnych pro individua, které se na vétvi
vyskytuji. (Pokud na vétvi dosud Zadné volna proménna pro individua neni, tak si néjakou
vymyslime, a pokud se v dal$im rozkladu dal$i volné proménné pro individua na vétvi vy-
skytnou, dosadime je také. Je to stejné jako u rozkladu obecného kvantifikatoru.)

11.

Pravidla jsou vymyslena tak, aby k vyrokové funkci nevyhledavala vSechny pfipousténé varianty,
ale abychom jejich sledovanim mohli najit aspon jednu piipousténou variantu, pokud néjaka je, a
abychom jejich sledovanim mohli vyloucit vS§echny, pokud zadna neni.



12.

Naptiklad vyrokovou funkci 3x(pza A Vy(pry — 1zy)) rozlozime stromem

dz(pxa AVy(pzy — Yry))
|
wba N\ Vy(pby — Yby)
wba

|
Yy (pby ‘—> wby)
wba — Yba
~pba wba

|
obb — bbb

/\
~obb  bb

Tento strom ma tii vétve, z nichZ ta nejvic nalevo je uzaviena, protoze na ni najdeme vyrokovou
funkci pba 1 jeji negaci ~pba (jakmile jsme uzavieni nasli, uz v rozkladu na této vétvi dale ne-
pokracujeme a b do Vy(pby — 1by) nedosazujeme), a ty dveé zbyvajici jsou nasycené a pfitom
nejsou uzaviené. Pomoci tohoto stromu poznavame, zZe tato vyrokova funkce je vnitiné slucitelna:
uvazujeme-li o dvou volnych proménnych pro individua, coz je minimum, které nas rozklad v tomto
pripadé vyzaduje, pak piipousti nejméné dve varianty:

1. pba, 1ba
2. pba, ba, b

13.
Naptiklad vyrokovou funkci 3z (pza A Vy(pry — (pyx A ~pzy))) rozloZzime stromem

Jz(pxa ANVy(pzy — (wyz A ~pxy)))

|
wba AN Vy(pby — (@yb A ~pby))

wba

|
Vy(pby — (eyb A\ ~pby))
|
wba — (wab A ~pba)

~pba pab N\ ~pba

|
wab

|
~wba

Tento strom ma dvé uzaviené vétve, a jeho pomoci poznavame, ze vyrokova funkce je vnitiné
rozporna. Negacim vnitin¢ rozpornych funkci a takovym vyrokovym funkcim, jejichz negace je



vnitiné rozporna, fikdme logické zakony, a ~3z(pra AVy(pzy — (pyr A~pzy))) je tedy logicky
zakon.

14.

V nékterych ptipadech by nasycend neuzaviend vétev byla nekonecna a pokud bychom jejim nale-
zenim minili nalezeni po kone¢ném poctu rozkladajicich krokt, najit bychom ji nemohli. Napiiklad
vyrokovou funkci Va(Jypzry A Vy(pry — xy)) rozloZzime stromem

Va(ypxy A Vy(pzy — pry))
Jypay A Vy(pay — pay))
Jypay
Vy(pay ‘—> Yay)
wab

|
pab — ab

/\
~wab vab
|

paa — Yaa

N

~waa  Yaa

Tento strom ma tfi vétve, z nichz ta nejvic nalevo je uzaviena, ale dvé zbyvajici nejsou ani uzaviené,
ani nasycené; za x ve vyrokové funkci Jypay A Vy(pay — ay)) bylo zatim dosazeno jenom a,
ale mélo by byt dosazeno 1 b. Rozklad na vétvi nejvic vpravo by pokracoval



|
Jypby A Vy(pby — Pby))
|
Jypby
|
Vy(pby — Yby)
|

pbe
pac —‘> Yac
~pac vac
‘: wbe —‘> Wbe

~pbc Wbe

wbb —‘> Pbb
~pbb bb
| wba —‘> Yba
PN
~pba ba

Z toho pozname, jak tato vétev bude pokracovat: tak, jako dosazeni a na ni vedlo k nalezeni vyro-
kovych funkci pab, 1ab, Yaa a dosazeni b k nalezeni vyrokovych funkci pbe, vac, 1¥be, 1bb, 1ba,
povede déle dosazeni ¢ k nalezeni vyrokovych funkci @cd, Yad, bd, Ycd, 1pce, b, ca... atd.
Jinymi slovy: s jakoukoli proménnou bude né&jaka nova proménnd na druhém misté ve ¢ a postupné
vsechny proménné na druhém miste v 1.

15.

Protoze rozklady na nékterych vétvich mohou jit do nekonecna, musime pfi rozkladani postupovat
takticky. Mohlo by se totiz stat, ze prehlédneme néjakou moznost uzavieni vétve.

16.

Zkoumame dale sady vyrokovych funkei, kterym fikame teorie. Je-li jejich konjunkce vniting slu-
Citelnd, fikdme 1 o teorii, ze je vniting slucitelnd (konzistentni).

17.

A dale zkoumame vztahy sad vyrokovych funkei (predpokladir) k jinym vyrokovym funkcim (zave-
rum). Je-1i konjunkce predpokladii s negaci zavéru vnitin€ neslucitelnd, fikdme o zaveru, Ze vyplyva
z predpokladi; je-li naopak vniting slucitelnd, fikame, ze nevyplyva.



