O tloze pravidel v analyze

Tomas Holecek

1. Uvod

V této studii promyslime tlohu toho, ¢emu dnes fikdme ,,pravidla kalkulu®
v odvozovani. Srovname jejich pojeti jako podminénych vyrokt o posloup-
nostech symbolicky zapsanych tvrzeni s vybranymi komentafi k ptivodni
uloze, kterou v analyze méla. RozliSovani symbolicky zapsanych tvrzeni od
»pravidel, kterd maji popisovat nebo pfedepisovat préci s nimi, ma v logice
dlouhou tradici. Jako pfiklad tohoto pojeti mtizeme vzit prvni vétu Goédelo-
va ¢lanku Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils (1930):

~Whitehead a Russell, jak zndmo, vystavéli logiku a matematiku tak, Ze jisté evi-
dentni véty postavili na zacatek jako axiomy a z nich, podle néjakych ptesné for-
mulovanych principt ¢inéni zavért, ¢isté formalnim zptisobem (tj. bez dalsiho

uzivani vyznamu symbolt) dedukovali véty logiky a matematiky.“!

Co je v této vété nazvano ,,principy ¢inéni zavéra“ (ném. Schlussprinzipien),
pak v dal$im textu uz vystupuje rovnou jako ,,pravidla“ (ném. Schlussregeln).
Ze symbolicky zapsanych tvrzeni a ze symbolt viibec se stavaji pfedméty ma-
nipulace a z ostatnich tvrzeni popisy nebo predpisy, jak tuto manipulaci pro-

1 Gédel, K.: ,Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils“. In: Mo-
natshefle fiir Mathematik und Physik. 37. 1930, 2. Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft,
s. 349-360, s. 349.
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vadime nebo mame provadét. Tento vyklad zminéného podani logické ana-
lyzy je uveden vystiZznym vyrazem ,jak zndmo“. V této studii se zamyslime
nad nékterymi otazkami, které tento vyklad, dnes v oboru zavazny, vyvolava.

2. Priklad odvozeni

Podivejme se na pifklad odvozeni v Principiich Mathematica (1910).? Pfed-
pokladejme, Ze v piedchozim rozvoji uz mame

347 r((p=r)A(g=5s) = ((pAqg)—(rAs))

*9.12  Co je implikované pravdivou premisou, je pravdivé. Pv.

*10.1  FVx @x - @y Pv.

*10.13  Jsou-li v @X a v YR argumenty stejného typu a mame-li uz - @x*
a ,+ Px“, budeme mit i ,,+ @x A Px“.

Tam, kde *3.47 je uz odvozené tvrzeni vyroku, resp. vyrokové funkce, sym-
bolicky zapsané, *9.12 je tvrzeni primitivniho (tj. vychoziho) vyroku, *10.1
je také tvrzeni primitivniho vyroku, resp. vyrokové funkce, ovéem v tomto
piipadé symbolicky zapsané, a *10.13 je uz odvozené tvrzeni vyroku. Jak
vidime, néktera tvrzeni jsou symbolicky zapsanad a jina ne a néktera tvrzeni
jsou vychozi a jina uz odvozena. Jako priklad odvozeni vezméme:

*10.14  F (VX @x A VX UX) = (@y A Uy)

Dukaz:

*10.1 F VX @X = @y (1)
*10.1 [ex = YRk] FVxPx - Py (2)
(1), (2), ¥10.13  + (¥x @x = @y) A (VX Px = Py) (3)

*3.47 [p = VX @X, = VX X, I := @y, s := Yy

F (VX @x = @y) A (VxPx = Py)) = ((¥X @x A VX PX)

= (oy Ay)) 4)
(3), (4), *9.12  + (VX @x AVXYX) = (@y A y)

2 Russell, B., Whitehead, A. N.: Principia Mathematica vol. I., 2nd edition. 1927 (prvni
vydani 1910). Cambridge: Cambridge University Press. Dale citovano jako PM. Zachova-
vam ¢islovani tvrzeni podle originlu, symboliku ale upravuji tak, aby byla dnes ¢itelnéjsi;
puvodni notace podle Peana by mohla ptisobit zbyteéné nesnaze.
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Jednotlivé radky dtikazu tu znamenaji: (1) je zapis tvrzeni *10.1 jako
premisy, (2) je zapis instance tvrzeni *10.1, v niz za proménnou pro vyro-
kové funkce @X dosazujeme vyrokovou funkci Y, jako premisy, (3) je zapis
spojeni predchozich dvou premis identifikujici proménnou y podle vyroku
*10.13, opét jako premisy, (4) je instance tvrzeni *3.47, v niz za proménnou
pro vyroky p dosazujeme vyrok Vx ¢x, za q dosazujeme vyrok Vx yx, za r
dosazujeme vyrok ¢y a za s dosazujeme vyrok Yy, jako posledni premisy
a (5) je zapis odlouéeného zadniho ¢lenu z posledni premisy podle vyroku
*9.12. V dikazu tedy déldme tyto kroky:

a) zapis tvrzeni, které uz mame;

b) zapis instance tvrzeni, které uz mame;

c)  zapis spojeni dvou premis identifikujici proménnou podle vyroku,
ktery uzZ mame;

d)  zapis odloudeného zadniho ¢lenu premisy podle vyroku, ktery uz

mame.

Pro jednoduchost povazujme prvni z téchto krokt za zvlastni piipad dru-
hého, tj. zapis tvrzeni, které uz mame, povazujme za zapis takové instance
tvrzeni, které uz mame, v niz za néjakou proménnou dosazujeme tuto pro-
ménnou samotnou.

3. Pokus o formulaci pravidel

Zvyk z dnesni logiky nas vede k tomu, abychom v$echny uvedené kroky
v odvozovani popsali nebo piedepsali ve formé podminénych vyroki o po-
sloupnostech symbolicky zapsanych tvrzeni zhruba tak, jak vypada nase
*10.13. Témto vyroktm bychom pak fikali ,pravidla® a vypadaly by napfi-
klad takto:

b)  (Pravidlo instanciace) Je-li vyrokova funkce PX instanci vyrokové
funkce @X, a mame-li uz ,,+ @x“, budeme mit i ,,+ Px“.

c)  (Pravidlo identifikace proménné) Jsou-li ve vyrokovych funkcich
@X a YX argumenty stejného typu a mame-li uz - @x“ a - Px“,
budeme mit i ,+ @x A Px“.

d)  (Pravidlo inference) Mame-li uz - @x“ a - @x - Px“, budeme
mit i, Px“.
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K tomu poznamenejme nasledujici:

ad b) Méli bychom vyjasnit, kdy je néco instanci nééeho jiného; v tvrzeni
vyroki, resp. vyrokovych funkci, se vyskytuji proménné riiznych a rtzné
na sob¢ zavislych typti, a pfi sou¢asném dosazovani za vice z nich by se
mohly pomichat.? Jde ale o to, Ze vyrokova funkce je instanci druhé vy-
rokové funkce, kdyz jakdkoli hodnota té prvni (tj. jakykoli vyrok, ktery
z ni vznikne po udéleni hodnot jejim proménnym) je i hodnotou té druhé.
V ptipadé dnes obvyklé vyrokové logiky nebo predikatové logiky prvni-
ho fddu bychom uvazovali o korektnim dosazovani libovolnych vyrokt
za vyrokové proménné a libovolnych funkci prvniho fddu za predikatové
proménné.*

ad c) Smyslem tohoto vyroku je, Ze pti spojeni dvou vyrokovych funkci
obsahujicich stejnou proménnou do jedné se tato proménna v obou spo-
jovanych ¢astech za zminéné podminky identifikuje, nikoli to, Ze budeme
mit i spojeni dvou uz tvrzenych vyroki — to odvodime z

*3.2 Fp—>(q—(pAQ))

a dvou opakovani *9.12. Kdybychom proto s identifikaci proménnych za-
chazeli jinak, napf. ji tiSe predpokladali nebo ji vtélili do znaceni, tento
vyrok by byl nadbyte¢ny.®

76

ad d) Jde o béznou podobu ,,pravidla odlou¢eni“ nebo ,,modu ponens®.

3 Peclivé vypracovanou definici najdeme napiiklad v Kamareddine, F., Laan, T., Neder-
pelt, R.: ;Types in Logic and Mathematics before 1940“. In: The Bulletin of Symbolic Logic,
vol. 8/2, 2002. s. 185-245. S vyuzitim induktivni definice vyrokovych funkci a jejich pre-
kladu do l-zdpisu tu je vysledek soucasného dosazeni definovany jako inverzni preklad
vysledku aplikace a b-redukce do b-normalniho tvaru, pokud takovy preklad a vysledek
existuje.

4 Takové pravidlo najdeme jako ,pravidlo substituce” napf. v Church, A.: Introduction to
Mathematical Logic. Pincerton University Press, 1956. s. 72 pro vyrokovou logiku a s. 218
pro predikatovou logiku prvniho fadu. Podobné pravidlo je i v citovaném Godelové ¢lan-
ku, s. 350.

5 Viz Landini, G.: Russell’s Hidden Substitutional Theory. Oxford University Press, 1998.
s. 260 a dale.
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4. Ptvodni uvahy

Tim jsme se ale nechali odvést od tlohy, kterou jednotliva tvrzeni méla
v uvedeném odvozeni. K tomu, abychom k ni svou pozornost vratili, nam
poslouzi nékolik tivah a zminek z ptivodniho textu.

Ad b), tj. ,pravidlo instanciace®. Kapitola *2, tedy misto, kde se prvné se-
tkavame s odvozovanim, za¢ina slovy:

»Diikazy prvnich vyroki z této kapitoly sestdvaji jednoduse z povSimnuti, Ze jsou
instancemi obecnych pravidel danych v kapitole *1. V takovych ptipadech nejsou
tato pravidla premisami, protoze tvrdi jakoukoli svou instanci a ne néco jiného
nez své instance [...] Rozpoznani, Ze urdity vyrok je instanci néjakého obecného
vyroku dfive dokazaného nebo predpokladaného, je pro proces dedukce z obec-
nych pravidel podstatné, ale samo nemiize byt ustaveno jako obecné pravidlo,
protoze jeho pozadované pouziti je vzdy jednotlivé a zddné obecné pravidlo ne-

miiZze explicitné zahrnovat jednotlivé pouZiti.“®

Nejprve si vSimnéme, Ze se tu o vSech tvrzenich v rozvoji mluvi jako o ,,pra-
vidlech®, tedy nejenom o téch, o nichZ ze zvyku jako o ,,pravidlech® mluvi-
me. Nabizi se tedy otdzka, zda se rozpoznavani (angl. recognition) instanci
vztahuje i na ta tvrzeni, kterd nejsou symbolicky zapsan4, a na ,,pravidla“
ve smyslu vyroktl o posloupnostech symbolicky zapsanych tvrzeni, a tedy
i na ptipadné ,pravidlo instanciace®.

Projdéme nas ptiklad odvozeni, v némz zadné ,pravidlo instanciace®
nemame: V prvnim kroku jsme jenom zapsali tvrzeni, které uz mame; pro
jednoduchost to ale povazujeme za zvlastni piipad rozpoznani, Ze je to
instance néc¢eho uz dokazaného nebo predpokladaného. V druhém kroku
jsme rozpoznali, Ze tvrzeny vyrok, resp. vyrokova funkce, je instanci toho
predchoziho. U tretiho kroku se nabizeji dva vyklady: Bud jsme rozpozna-
li, Ze jde o instanci *10.13, a tise piedpokladali, ze pfedni ¢len této podmin-
ky je pravdivy, a pak rozpoznali, Ze zadni ¢len této podminky je instanci
*9.12, tj. udélali tiSe nasledujici odvozeni:

6 PM,s. 98.
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*10.13 Jsou-li v VX (x = @y a v Vx Px - |y argumenty stejného
typu a mame-li uz ,,+ Vx @x = @y a - Vx Pix = Py,
budeme mit i ,+ (VX @x = @y) A (VX Px = Py)“. (1)

Tichy predp. V Vx @x— @y a v VX Px = Py jsou argumenty stejného
typu. )

(1), (2), *9.12  + (Yx @x = @y) A (VX Px = Py)

V *10.13 jsme za @X dosadili Vx @x — @y a za PX jsme dosadili Vx Px — |y,
av *9.12 jsme potom za ,,co je implikované pravdivou premisou” dosadili
»budeme mit i ,F (Vx @x = @y) A (VX Px = Py)“
klad, vyjdeme-li z toho, Ze rozpoznavani instanci a dosazovani se vztahuje

. Anebo, coz je druhy vy-

jen na symbolicky zapsana tvrzeni a uzivani téch ostatnich, tj. v tomto pfi-
padé *10.13 a *9.12, je néco jiného, v jiném smyslu jsme rozpoznali, Ze
podle *10.13, zminéného tichého predpokladu a pfedchozich dvou krokt
budeme mit i ,,+ (VX @x = @y) A (VX Px = Py)“. Ve étvrtém kroku jsme roz-
poznali, Ze jde o instanci *3.47, ov§em s tichymi predpoklady o identifikaci
proménnych. U zavérecného kroku se opét nabizeji dva vyklady, analogic-
ké tém u tiettho kroku: Bud Ze jsme rozpoznali, Ze tvrzeny vyrok, resp. vy-
rokova funkce, je instanci *9.12, anebo Ze jsme v jiném smyslu rozpoznali,
ze je podle *9.12 pravdivy.

Kdybychom k predchozimu rozvoji ptidali ,pravidlo inference® chépa-
né jako vyrok o posloupnostech symbolicky zapsanych tvrzeni, vypadlo by
celé odvozeni takto (zkratkou INST budeme minit toto pravidlo):

*10.1, INST F VX @X = @y (1)
*10.1, INST F VXX = Yy 2)
(1), (2), ¥10.13 + (Yx @x = @y) A (VX Px = Yy) (3)
*3.47, INST F ((Yx @x = @y) A (VxPx = Py)) = ((YX @x A VX PX)

= (ey A YY) (4)

(3), (4), *9.12  F (VX @x A VX UPX) = (@y A Py)

Ted mame na prvnim, druhém a ¢tvrtém fadku napsané, podle jakého ,,pra-
vidla“ a z jakého predchoziho tvrzeni je odvozeny. V kazdém kroku tohoto
odvozeni jsme ale v jiném smyslu také rozpoznali, Ze jde o zvlastni pripad
tvrzeni, které neni symbolicky zapsané, nebo jednoho z nasich ,,pravidel®.

Kdybychom chtéli do rozvoje pfidat ,,pravidlo® o rozpoznavani zvlast-
nich piipadd ,pravidel® (tj. ,pravidel ptislusnych k *10.13, *9.12 a samot-
ného ,pravidla instanciace®), dostali bychom se do nekone¢ného cyklu. My
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jsme ale nepochybné neudélali nekone¢né mnoho rozpoznani a nékteré
z nich bylo rovnou jednotlivé.

At uz tedy odpovime jakkoli na otazku, zda se rozpoznavani instanci
vztahuje jen na symbolicky zapsana tvrzeni, nebo na vSechna tvrzeni v na-
Sem rozvoji, zlistane nam rozpoznavani zvlastnich pfipadé néceho, co uz
mame, jako néco podstatné patfici k odvozovani, ale nezapsané ,pravi-
dlem®. Pfidani ,,pravidla inference k naSemu rozvoji na tom nic neméni.
Ad c), tj. ,pravidlo identifikace proménné®. Protoze *10.13 je az odvozené
tvrzeni, komentar k jeho smyslu najdeme u jeho ptedchtdce z *1, a to

*1.72  Jsou-li ¢p a PP elementarni vyrokové funkce s elementarnimi
vyroky jako argumenty, je @p V g elementdrni vyrokova funkce.

O tomto vyroku se ikd, Ze je spolu s pravidlem inference symbolicky pod-
statny pro provadéni dikazti v souladu s teorif typt.” V této souvislosti
najdeme formulaci:

»Kdyz mame oddélena tvrzeni dvou riznych funkci proménné x, v nichz je x
neurcita, je casto dilezité védét, zda mtzeme identifikovat x v jednom tvrzeni

s x v tom druhém. Tak to bude - coZ ndm né§ axiom umozni odvodit — kdyz...“

Kdy to tak bude, ndm ma umoznit odvodit nas predpoklad. V tvrzeni
*10.13 je pak konjunkce jenom zkratka za slozeni negace s disjunkci a ne-
gace proménné nepiidava, a jde v ném tedy vlastné o disjunkci; jeho od-
vozeni vychazi z definice toho, kdy je néco stejného typu, ze dvou tvrzeni
teorie typd, z definice implikace a konjunkce, ze zdkona vylouc¢eného tte-
tiho, z jednoho tvrzeni symbolicky zapsané vyrokové funkce o asociativité
disjunkce a z inference.’ Je to tedy tvrzeni, které v sobé spojuje otazky
smysluplnosti a inference jednoho symbolicky zapsaného tvrzeni z jiného.

7 PM,s. 95.
8 PM,s. 13.

9 Viz PM, s. 141. a dtikazy *9.61, *9.62 a *9.63 na s. 136 az 137, které vychazeji z *9.14
a *9.15, coz jsou vychozi tvrzeni teorie typtl, a z primitivni ideje disjunkce. Odvozeni lze
provést v obou piistupech Principit, tj. i v ptistupu z kap. *9, i v tom z kap. *10.
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Pokud bychom brali *10.13 jako ,,pravidlo identifikace proménné®, které
by bylo vyrokem o posloupnostech symbolicky zapsanych tvrzeni, zilezelo
by na tom, zda bychom pfedpokladali, Ze vSechny proménné v nich obsa-
zené maji ve vSech svych vyskytech tytéz pfedem dané typy a jen takovych-
to posloupnosti by se nase ,,pravidla® tykala. V tom pfipadé by o tom, zda
jsou v ¥x @x = @y a v Vx Px — Jy argumenty stejného typu, viibec nemélo
smysl v odvozeni mluvit, a *10.13 by tedy bylo pouze ,,pravidlem ptidani
konjunkce® (oznaéime jej zkratkou CON):

CON Miame-li uz ,+ @x* a - Px“, budeme mit i ,,+ @x A Px“,

coz by bylo, jak jsme uz vidéli, nadbyte¢né. NasSe odvozeni by pak vypa-
dalo takto:

*10.1, INST F VX @X = @y 1)
*10.1, INST F VX Px = Py (2)
*3.2, INST F (VX @x = @y) = ((VxPx = Yy) = (VX ox = @y)

~ (e Uy)) ®)
(1), (3), ¥9.12  + (vxyx = Py) = ((¥x @x = @y) = (VX Px = Yy)) 4)
(2), (4),*9.12  r (Yx @x = @y) A (VX Px = y) (5)
*3.47, INST F (VX @x = @y) A (VX Px = Py)) = ((VX @x A VX X)

= (ey Ady)) (6)

(5), (6), *9.12  + (VX @x AVXYX) = (@y A y)

»Pravidlo identifikace proménné“ by v odvozeni nebylo uzité, ale promén-
né by uz byly identifikované predem. To ale neni v souladu s citovanou
formulaci.

Pokud bychom nepiedpokladali, Ze vS§echny proménné v posloupnos-
tech symbolicky zapsanych tvrzeni maji ve vSech svych vyskytech tytéz
pfedem dané typy, bylo by uvedeni prvni podminky v *10.13 nezbytné.
V uvedeném odvozeni by totiz vyroky, resp. vyrokové funkce, od tfetiho
radku dal nebyly v nékterych piipadech smysluplné. ,,Pravidlo identifikace
proménné“ by tu nebylo pouze CON, a odvozeni by vypadalo takto (celé
pravidlo budeme minit zkratkou IDF):
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*10.1, INST F VX @X = @y (1)
*10.1, INST F VXX - Yy (2)
?, (1), (2), IDF  F (Vx @x = @y) A (VX Px = Py) (3)
*3.47, INST F ((Yx @x = @y) A (Vx Px = Py)) = ((VX @Xx A VX PX)

= (ey AYy)) (4)

(3), (4), *9.12  + (VX @x AVXYX) = (@y A Py)

Prvni podminka IDF (Ze ve vyrokovych funkcich Vx @x — @y a v ¥x ix — ry
jsou argumenty stejného typu) ale v této posloupnosti neni, protoze nejde
o symbolicky zapsané tvrzeni,' a jeji splnéni jsme ovéfili v jiném smyslu
nez splnéni druhé podminky.

At uz tedy identifikaci proménnych udélame predem, nebo az pii odvo-
zovani, zlistane nam jako néco, co patii k odvozovani, ale neni v ném sym-
bolicky zapsané. Bud je nezapsana ,pravidlem®, nebo splnéni jeho pod-
minky nezjistime pouze ze symbolicky zapsanych tvrzeni v posloupnosti.

ad d), tj. ,pravidlo inference®. K tvrzeni *9.12, resp. k jeho pfedchiidctim
z *1, kterymi jsou *1.1 a *1.11 najdeme v textu tento komentai:

»Neni to stejné jako ,je-li p pravdivy, pak je-li g implikovany p, q je pravdivy’. To
je pravdivy vyrok, ale plati pravé tak, je-li p nepravdivy nebo neni-li q impliko-
vany p. Neumoznuje, na rozdil od naseho principu, tvrdit q prosté, bez jakékoli
hypotézy. Nemtzeme tento princip vyjadrit symbolicky, z¢asti protoze jakykoli
symbolismus, v némz je p proménna, poskytne jenom hypotézu, ze p je pravdivy,

ale ne fakt, Ze je pravdivy.“!

Uvaha o tom, co znamené ,nevyjadiitelnost symbolicky“ ale neni tak jed-
noducha, jak by se mohlo na prvni pohled zdat; jen o par fadek dal najde-
me formulaci:

10 Mohli bychom uvazovat o rozsifeni symbolického jazyka i na vyroky o typech, coz se
déld v dnesni teorii typti. Protoze ale v Principiich nejsou tyto vyroky symbolicky zapsané,
takova tvaha by piekrocila zamér této studie.

11 PM, s. 94.
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»umoznuje nam odvodit tvrzeni vyrokové funkce ,x’ z tvrzeni dvou vyrokovych

funkci ,x’ a ,@x > Px’.“12
A *1.11 (verze tohoto tvrzeni pro elementarni vyrokové funkce) pak zni

*1.11  Kdyz miZe byt tvrzeno ¢x, kde x je skute¢na proménnd, a mtze
byt tvrzeno @x — Px, kde x je skute¢nd proménna, pak mutize byt
tvrzeno Px, kde x je skutecna proménna.'

A stejné tak komentatr k samotnému tvrzeni *9.12, které viditelné zadny
symbolismus neobsahuje, fika:

»[---] smime pfejit od - @x’ a,F @x APx k- X', kde x je skute¢nd proménna [...]“*

Vsude tu jsou proménné pro tvrzené vyroky, resp. vyrokové funkce. ,,Nevy-
jadritelnost symbolicky“ tedy neznamenad, ze v tvrzeném vyroku nemiize-
me pouzit proménné pro tvrzené vyrokové funkce, nebo jinymi slovy: Ze
bychom nemohli v ,,pravidle” mluvit o tom, ktera tvrzeni jsou nebo nejsou
v nasem rozvoji, coz by rovnou vyluc¢ovalo piepis *9.12 jako vyroku o po-
sloupnostech symbolicky zapsanych tvrzeni. ,Nevyjadritelnost symbolic-
ky“ tu znamena, Ze *9.12 neni podminéné tvrzeni, pfestoZe nam tak riizné
zplisoby jeho vyjadfeni pfipadaji. Podobné jako u ,pravidla instanciace®
se nam nabizeji dva vyklady: Bud se ,pravidla® vztahuji jen na symbolic-
ky zapsana tvrzeni, nebo i na ostatni tvrzeni v rozvoji. Pokud by se méla
vztahovat na vSechna tvrzeni v rozvoji, tedy i na sebe sama, podminénost
ypravidla inference“ by vedla k nekoneénému cyklu.’® My jsme ale nepo-
chybné neudélali nekone¢né mnoho inferenci a kdybychom chtéli v§echny
provedené zapsat, aspon jedna by byla zapsana nepodminénym tvrzenim.
Je-li ale nepodminéné, pak podle néj délame inference i u ostatnich pravi-
del a ta mohou ztistat podminéna.

12 PM, s. 95.

13 PM, tamtéz. ,,Skute¢nd proménna“ (angl. real variable) je to, co dnes nazyviame volnou
proménnou.

14 PM, s. 132.

15 Viz Russell, B.: Principles of Mathematics. Routledge, 2010 (ptivodni vydani 1903). § 38,
kde je diskuse Carrollova paradoxu.
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Pokud bychom brali nase ,pravidlo inference® jako podminény vyrok
o posloupnostech symbolicky zapsanych tvrzeni, ktery se na ,,pravidla® ne-
vztahuje (oznac¢ime jej zkratkou INF), odvozeni by vypadalo takto:

*10.1, INST F VX @X = @y (1)
*10.1, INST F VXX = Yy (2)
(1), (2), CON  + (Yx@x = @y) A (VxPx = Yy) (3)
*3.47, INST F ((Yx @x = @y) A (YxPx = Py)) = ((VX @x A VX PX)

= (ey AYy)) (4)

(3), (4), INF F (VX @x A VX PX) = (@y A Py)

Ted mame na kazdém fadku napsané: Vyrok o tom, za jakych podminek
»budeme mit* pfislusny radek, a odkaz na radky, jejichz pfitomnost v roz-
voji, tj. to, Ze je ,uz mame", je splnénim téchto podminek. Nakolik jsme
toto chtéli, natolik je to uz dokonale zapsané. Inferenci zadniho ¢lenu
téchto ,,pravidel®, véetné ,pravidla inference®, jsme ale v kazdém kroku
tohoto odvozeni provedli v jiném smyslu.

K tomu jesté uvazme, Ze podobné jako u ,,pravidla identifikace promén-
né“ ma toto tvrzeni zéasti ulohu tykajici se otdzky smysluplnosti. Uvedeni
*1.11 je provazeno komentafem:

,»Bez néjakého axiomu bychom nevédéli, Ze ta x, pro ktera je ,,ox = @y“ smyslupl-

nd, jsou ta sama jako ta, pro kterd je ,@x’ smysluplna.“t

Z ptislusného tvrzeni tedy také poznavame, které proménné jsou stejného
typu. Pokud bereme INF jen jako vyrok o uz typové identifikovanych vyra-
zech, tuto jeho tlohu nechdvime stranou.

At uz tedy bereme ,pravidlo inference® tak ¢i onak, zlistane nim v od-
vozeni néco, co podminény vyrok o posloupnostech symbolickych tvrzeni
nechava stranou jako provadéné v jiném smyslu. U vSech tfi druhdi krokt
v nasem odvozeni tedy jejich odpovidajici formulace jako podminénych
vyrokli o posloupnostech symbolickych tvrzeni dava smysl, ale ve vsech
ptipadech necha néco jako provedené jinak nebo v jiném smyslu:

b) u zapisu instance tvrzeni nechava stranou rozpoznani, kdy je néco

instanci;

16 PM, s. 95; a *1.11 pak dostavé i druhé jméno: ,,axiom identifikace typu®.
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¢) u zapisu spojeni dvou premis identifikujictho proménnou nechava
stranou tuto identifikaci;

d) u zépisu odlouéeného zadniho ¢lenu premisy nechava stranou odlou-
ceni.

5. Uloha pravidel

Uloha, kterou méla v odvozeni nage dvé tvrzeni nezapsané symbolicky (tj.
*9.12 a *10.13), byla tedy jina neZ popis nebo pfedpis kroku ve formé pod-
minéného vyroku o posloupnostech tvrzeni symbolicky zapsanych. Jejich
tloha ale presto souvisi s tim, jaké kroky v odvozeni délame. Kazdy krok
v odvozeni m4d, at uz vyslovné, nebo diky zkratkovému zapisu tise, svého
predchtidce v rozvoji:

Ad b), tj. zapis instance tvrzeni — pifedchiidcem je pravé to tvrzeni, jehoz
instanci tvrdime. Kazdé tvrzenti je totiz tvrzenim vsSech svych instanci. Co
je takovou instanci, rozpoznavame s ohledem na tvrzeni dostupnosti dosa-
zovanych vyrok, resp. vyrokovych funkci, nejsou-li dostupné ptimo z pri-
mitivnich ideji.

Ad c¢), tj. zapis spojeni dvou premis identifikujici proménnou — predchid-
cem by bylo samotné tvrzeni *10.13, kdybychom jej brali jako nepodminé-
né; protoze ma ale viditelné formu podminky, je pfedchtidcem spise tvrze-
ni *9.12. To potom slouzi jako nepodminéné tvrzeni zadnich ¢lent vSech
tvrzenych podminek, symbolicky i nesymbolicky zapsanych, jejichz pfedni
¢len je také tvrzeny. Co je takovym zadnim ¢lenem, rozpoznavame s ohle-
dem na prislusna tvrzeni podminek a prednich ¢lenil, coz v tomto piipadé
jsou tvrzeni obou premis a stejnosti typti proménnych.

Ad d), tj. zapis odlouceného zadniho ¢lenu premisy — pfedchtidcem je tvr-
zeni *9.12, které je tvrzenim vSech takovych zadnich élent. Opét, co je
takovym zadnim ¢lenem, rozpoznavame s ohledem na piislusna tvrzeni
podminek a piednich ¢lent.

V tom, Ze jsou v odvozeni timto pfedchiidcem dalsich tvrzeni, maji tedy
nase dvé tvrzeni nezapsana symbolicky stejnou tlohu jako tvrzeni sym-
bolicky zapsand. V8echno jsou to kroky v rozvoji, které predchazeji dalsi
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kroky tim, Ze uz je provadéji; jsou to tvrzeni, kterd pfedchazeji dalsi tvrzeni
tim, Ze uz tvrdi to, co ona. V tomto smyslu je také pochopitelné, proc¢ jsou
to véechno ,,pravidla®.

Naopak ale napf. instanciace neni v tomto smyslu ,pravidlem®. Pred-
chtidcem tvrzeni instance je ptivodni tvrzeni a ne néco jiného. Nakolik ndm
jde o to, abychom v rozvoji méli pfedchtidce, natolik mame, co jsme chtéli.
Pro¢ to nenf stejné u inference, tj. pro¢ pottebujeme v rozvoji tvrzeni zad-
nich ¢lenti? Protoze bez néj bychom v rozvoji pro tyto zadni cleny neméli
ptedchtidce v tomto smyslu. V jiném smyslu bychom mohli mluvit o tom, ze
,Zaver je obsazeny v premisach®, ale ne v tom smyslu, Ze uz jsme jej tvrdili.

Jde o to uvédomit si, Ze analyzujeme: Rikdme jinak to samé, co analyzu-
jeme. Proto predvadime v odvozovani, co uz jsme rekli.

6. Zavér

Vidéli jsme, Ze brat tvrzeni v Principiich pfipominajici to, cemu dnes fikdme
»pravidla kalkulu®, jako popisy nebo predpisy krokd, je vykladovym posu-
nem. Posloupnosti symbolicky zapsanych tvrzeni v rozvoji 1ze matematic-
ky popisovat a zkoumat stejné jako posloupnosti ¢isel nebo geometrickych
utvarl, ale je mylné domnivat se, Ze tim popisujeme a zkoumame logic-
kou analyzu. K nf totiz patti kromé symbolicky zapsanych tvrzenii tvrzeni
symbolicky nezapsana. Vlastni principy rozvijeni analyzy, napf. instancia-
ce, pfitom nejsou, jak jsme vidéli, v podobé tvrzeni vyjadfena vibec.



